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ABSTRACT

Among the best known models of the hyperbolic plane are the Poincaré models of the
half-plane and the disk and that of the hyperboloid. In this article a new model H of the
hyperbolic plane is studied, based on the vector space s/»(R) of the matrices in M»(R) with trace
zero (section 1), where the scalar and exterior products of two matrices are defined, and so is a
trilinear form of three matrices —volumen form- through the scalar product of the first by the
exterior product of the other two. Such volumen form defines an orientation in H, where each
point in H is given by one matrix in s/>(R) with determinant 1 and each oriented geodesic has a
normal vector given by one matrix with determinant -1; the opposite matrix defines the normal
vector of the same geodesic with the opposite orientation. The above model and such tools are
somehow present in Iversen [1] and, with another notation, can also be found in Fenchel [2].
Here we have tried to restrict the definitions to what is essential, so that the results acquire the
greatest possible generality.

This model of the hyperbolic plane and the Poincare’s models are isomorphic, and the
projections of H on the half-plane and the disk allow to make all the representations in any of
these.

Next to the previous definitions and results, in chapter 2, we analyse the relative position of
two geodesics —secant, parallel or ultraparallel—; then, in chapter 3, we study the isomorphisms
between the three models of the hyperbolic plane mentioned above, and so does the
representation of hyperbolic circumferences and triangles, being next defined the power of a
point with respect to a circle and obtained the formulae for the radical axis of two circles and the
radical centre of three circles, as well as those corresponding to the elements of a triangle.

The majority of the contents can be found in [3]. The representations have been made using
Scientific Notebook and Geogebra [4].

This article is addressed to those interested in the study of the geometry of the hyperbolic
plane unfamiliar with the s/(R) model.
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RESUMEN

Entre los modelos mds conocidos del plano hiperbdlico se encuentran el semiplano y disco
de Poincaré y el del hiperboloide.® En el presente articulo se estudia un nuevo modelo del plano
hiperbdlico H, basado en el espacio vectorial s/>(R) de las matrices de M>(R) con traza cero
(seccién 1), donde estan definidos el producto escalar y el producto exterior de dos matrices,
ademds de una forma trilineal de tres matrices —forma volumen— mediante el producto escalar de
la primera por el producto exterior de las otras dos. Dicha forma volumen define una orientacién
de H, donde cada punto de H viene dado por una matriz de s/»(R) con determinante 1 y cada



geodésica orientada tiene un vector normal que es una matriz con determinante -1; la matriz
opuesta define el vector normal de la misma geodésica, con orientacion contraria. El modelo
anterior y tales herramientas, de algiin modo, estdn presentes en Iversen [1] y, con otra notacion,
pueden encontrarse también en Fenchel [2]. Aqui se ha pretendido restringir las definiciones lo
imprescindible, de manera que los resultados adquieran la mayor generalidad posible. Este
modelo del plano hiperbdlico y los modelos de Poincaré son isomorfos, y las proyecciones de H
en el semiplano y el disco de Poincaré permiten realizar todas las representaciones en cualquiera
de estos.

Después de las definiciones y resultados previos se analiza, en la seccién 2, la posicidén
relativa de dos geodésicas —secantes, paralelas o ultraparalelas—, y en la seccidén siguiente se
estudian los isomorfismos entre los tres modelos aludidos del plano hiperbdlico y la
representacion de circunferencias y tridngulos hiperbdlicos, definiéndose la potencia de un punto
respecto a una circunferencia y obteniéndose las férmulas del eje radical de dos circunferencias y
el centro radical de tres circunferencias, asi como las correspondientes a los elementos de un
tridngulo.

La mayoria de los contenidos tedricos pueden encontrarse en [3]. Las representaciones se han
realizado en Scientific Notebook y en Geogebra [4].

El presente articulo se dirige a los interesados en el estudio de la geometria del plano
hiperbdlico poco familiarizados con el modelo si>(R).

Palabras clave: Plano hiperbdlico, Semiplano de Poincaré, Disco de Poincaré.
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1. Plano hiperbdélico

Sea F un espacio vectorial real de dimension 3 donde hay definido un producto escalar (X, Y),
de manera que para toda base ortonormal {e;,e,,e3} de F se cumpla que:

#{i;(e;,e;) = =1} = 2, #{i;{(e;,e;) = 1} =1,

Entonces la pseudoesfera S(F) = (X,X) = 1 es un hiperboloide de dos hojas. Si H denota
cualquiera de ellas, para dos puntos A,B € H se cumple (A,B) > 1. Se define la distancia
hiperbolica d(A, B) mediante la igualdad:

chd(A,B) = (A, B).
Y con la métrica correspondiente, H es un plano hiperbélico.
SiT e F,(T,T) = —1, es un vector tangente a H en el punto A, (A,T) = 0, entonces:
B(s) = Achs+ Tshs seR

es una geodésica orientada que pasa por A = B(0), donde |s| determina la distancia hiperbélica
entre los puntos A y B(s) de H.

1.1. El modelo s/>(R)

Se considera el espacio vectorial tridimensional s/>(R) de las matrices X € M, = M,(R) con
traza cero, trA = a1 + az = 0, donde se define el producto escalar:

X,Y) = -4 tr(XY) € R
Se cumple que (X, Y) = (¥, X) y (X, X) = detX.

(Observaciéon: este producto escalar es una restriccion del producto escalar

Az —012

(X,Y) = -5 tu(XY") € R, X,Y € M;, siendo A~ = ( ) la matriz adjunta de la

—02] ar

traspuesta de A = (a;) € M. El grupo lineal especial SL(2,R) de las matrices de M, con
determinante 1 puede asi expresarse como SL(2,R) = {X € M,,({X,X) = 1}).
Si (U,U) = 0 decimos que U es un vector isotropico. Linea isotropica es la recta vectorial

L[U] = {AU : A € R} engendrada por un vector isotrépico.

(01) <01> (1 0)
Xy = X, = X, = (1.1
10 10 0 -1

constituyen una base ortonormal del espacio vectorial s/, (R).
Llamaremos S(s2(R)) a {X € sl>(R); (X,X) = 1}, que es un hiperboloide de dos hojas. Una

de ellas:
H = §*(sb(R)) = {( @b ) e SGhL®R)); ¢ > 0},
c —a

es un 2-espacio hiperbdlico con la métrica determinada por ch d(X,Y) = (X, Y).

Los vectores

Las matrices X; y X» pueden ser consideradas como vectores tangentes al plano H en el



punto Xp.
Cada elemento de H puede expresarse de la forma:

x —x2—y?
Z=+ J ;y > 0.
1 —X

Los vectores isotrépicos constituyen el cono isotrépico C(sl»(R)). Se llama cono proyectado
al conjunto PC(sl»(R)) de lineas isotrépicas, que es homeomorfo a la circunferencia S' < R.
Resulta inmediato comprobar que cada linea isotropica L[U] estd engendrada por un vector que

admite una de las dos siguientes expresiones:

—1y2 _
U<u “ >R . U<° 1),
1 —u 0 0
Asi, PC(sl»(R)) ~ R U{o} ~ S'.

1.2. El plano hiperbélico H y los modelos del Semiplano y el Disco de Poincaré

Denominamos JH al semiplano de nimeros complejos con parte imaginaria positiva, dotado
con la distancia definida por:

2
chd(z,w) =1+ 2Im(z) Im(w)

En el caso particular z = ip, w = ig se cumple:
d(ip.iq) = [In(5)].

Se considera ahora el disco D ={z € C,

z]< 1}, dotado con la distancia determinada por:

2
ch*td(z,w) = 1+ J2 — ]

(1= A=)

1+x
1-x °

Siz=0yw = x> 0setiene que d(0,x) = In
Entre los tres modelos cabe establecer las siguientes biyecciones:
h: H - D, definida por:

h(z) = iZ5E. (12)
F, : H - H, siendo:
g Re(z) 77
F,(2) = Im(z)< 1  —Re(z) | -
G,:D-H,con
2R =21 —1—|wp?
1—|w| 2Im(w) + 1 + |w| 2Re(w)

Puede probarse que las tres aplicaciones conservan las métricas definidas en cada modelo. Es
decir, H, D y H son isomorfos. Mds atn, se cumple que G2(h(z)) =F2(z),siz € H.
Cabe observar que el conjunto 8 de puntos impropios de JH puede identificarse con la



circunferencia 0D = S! mediante h(z) = lél_i y concretamente:

h(1) = 1,h(0) = i, h(=1) = —1,h(e0) = i
Y, como ya qued6 dicho més arriba, PC(sl>(R)) =~ R U{oo} ~ S':

—1y2 .
U(u “ )—»ueR—»zi”—’.eSl
1 —u u-+1i
0 -1 ,

U= su=wo—> z=ieS
0 O

que se corresponden con los puntos impropios de H.

Asi, u = f:—llz (z# i), u = o (z = i), y entonces:

-1 -1 _ 00
-1= =l = 1=
(1 1 ) (1 O>

Y, en general, para z = cosf + isenf € 0D, cosf + 0 :

IIl
—_ =
| |
_— =

S

~.

IIl

(27

_ cos6 +i(1 +senf) _ (cos@ +i(1 +senB))(1 —senf —icosh)

1 —senf +icos0 (1—S€n0)2+C0820
_ _2cos@® _ _cos@ _ 1+senf
2 —2senf 1 —senf cosf
1 - 0 +tand
Asi, cosf +isenf ~ (sec anf) .
sec — tan0 -1

Los resultados que siguen se prueban utilizando el modelo S*(sl>(R)) del plano hiperbdlico y
las representaciones se realizardn indistintamente en cualquiera de los dos modelos de Poincaré
del semiplano y del disco.

En el modelo del semiplano de Poincaré las geodésicas son semicircunferencias euclideas
con centro en el eje real o semirrectas euclideas perpendiculares a dicho eje. Este modelo no

satisface el axioma de las paralelas.

##

£

07

Figura 1: Semiplano de Poincaré

En el modelo del disco las geodésicas son los arcos de circunferencias, o los segmentos,
perpendiculares a la circunferencia S' = {z € C,|z|= 1}. Tampoco este modelo satisface el

axioma de las paralelas.



-
Figura 2: Disco de Poincaré
Las geodésicas del disco D que tienen a i como uno de sus extremos se corresponden en el

semiplano JH con semirrectas euclideas perpendiculares al eje real.

Auln cabe considerar otro modelo del plano hiperbdlico, basado en el hiperboloide.
Consideramos el hiperboloide equilétero de ecuacién z2 = 1+ x? + y?, y sea H* la hoja superior
(z > 1). La proyeccion estereografica de H? desde el vértice de la hoja inferior, S, sobre el plano
z = 0 es un disco abierto D), donde las geodésicas, considerado como un disco de Poincaré, se
corresponden con curvas de H?, que constituyen las geodésicas del plano hiperbdlico H?
También producen geodésicas las intersecciones de H? con los planos que pasan por el origen O.

Figura 3: Hiperboloide H? y disco de Poincaré D

Las rectas tangentes al hiperboloide trazadas por el origen O forman el cono isotrépico

(llamado cono de luz) de ecuacién z2 = x? + y2.
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Figura 4: Modelo H? del hiperboloide Figura 5: Cono isotrépico C(H?)

1.3. Orientacion de H

Producto exterior de dos matrices de s/>(R)
Si X,Y € sl,(R), entonces su producto exterior se define como:
XAY =+ (XY-YX) € sih(R),

que es una aplicacion bilineal y se cumple que:
1. YA X=-XAY)yXAX=0
2. XAYVX)y=(XAY,Y)=0
3. (AAB,CAD)= (A CXB,D)—-(A,D)XB,C)
4. Si X e Y son unitarios:
(XANY,XAY)=1-(X,Y)?, enel caso de (X, X) = (Y,Y)

(XANY,XAY)=—1—-(X,Y)?, enel casode (X, X) = ~Y,Y)
Forma volumen en s/;(R)
En el espacio vectorial sl>(R) la expresion:

vol(X,Y,Z) = (XA Y,Z) = —+tr(XYZ) € R

define una forma trilineal que satisface, entre otras, las siguientes propiedades:
1. vol(Y,X,Z) = —vol(X,Y,2)
2. vol(Y,Z,X) = vol(X,Y,Z)
3. Es una forma alternante: se anula si dos de las matrices X,Y,Z son iguales.
4. vol(X,Y,Z) = 0siysolo si X,Y,Z son linealmente dependientes.
5

. vol(Xo,X1,X>2) = 1, siendo Xo,X1,X> las matrices (1.1) y, por tanto, si las matrices X,Y,Z

constituyen una base ortonormal de sly(R) se tiene que:
vol(X,Y,Z) =1 o vol(X,Y,Z) = —1.

La base {Xo,X1,X>} induce una orientacion en sl>(R). Tal orientacién, como la inducida por
cualquier base ortonormal {X,Y,Z} con [X,Y,Z] = 1, se considera positiva. La orientacion de
sl(R) es negativa si [X,Y,Z] = —1. A su vez, la orientacién de sl»(R) induce en H una

orientacién del mismo tipo.

(1.5)



2. Geodésicas en H

Una geodésica orientada de H estd determinada por un par {A,T} de matrices de sl>(R),
siendo (A,A) = 1,(T,T) = -1 y(A,T) = 0 . El par {A,—T} determina la misma geodésica con la
orientacién opuesta. La geodésica orientada y : R — H tiene ecuacién:

y(t) = Acht+ Tsht,

donde A = y(0) y T = y'(0) es un vector ortogonal a A con norma (T,T) = —1, tangente a la
geodésica en el punto A. Si B = y(to), entonces:

B=Achd(A,B)+Tshd(A,B) y (AB)=chd,B).

Se llama vector normal a la geodésica y(t) = Acht + T'sht, contenida en H, a la matriz con

determinante —1:
N=y')Ay(t) =TANA=TA =-AT,

y es independiente del pardmetro t. (Obsérvese que (A,N) = (T,N) = 0).
La geodésica y () admite también la ecuacion:

y(t) =Acht+ (AAN)sht=Acht+ANsht.

N

A—T A+T
Figura 6: Vector N = T ANA = —AT, normal a la geodésica

La geodésica de ecuacion:
n(t) = Achr + Nsht

es la perpendicular a y trazada por el punto A.

Si dos geodésicas orientadas tienen vectores normales Ny N', entonces:
KN,N"= 1,KN,N")< 1,KN,N")}> 1;

segun sean paralelas, secantes o ultraparalelas.

Mas atin, el vector N A N' determina, salvo constantes, el punto comun, propio o impropio, o
el vector normal a la geodésica perpendicular a ambas, segin los casos. Téngase en cuenta que
(NAN,NAN'Y=1-(N,N')2.

2.1. Extremos de una geodésica

Conservando la notacién de la introduccidn anterior, los vectores isotrépicos U=A-Ty
V = A + T son ortogonales a N y determinan, por tanto, los dos puntos impropios de 0H llamados
extremos de la geodésica y. Los puntos de la geodésica orientada son ‘anteriores’o ‘posteriores’ a
A, segin que el parametro 7 en y(¢f) = A ch ¢+ T sht sea negativo o positivo, respectivamente.



Resulta asi natural llamar a U extremo inicial de la geodésica y a V extremo final (figura 6).
Si una geodésica orientada vy del plano hiperbolico H tiene extremos U,V € OH, dados en
ese orden, determinado por la orientacion de la geodésica, entonces esta puede expresarse

como.
y = X(t) = Acht+Tsht,
siendo A = k(U+ V), T = k(V-U) yk = (2U, V)"

En consecuencia:
a) Siu + oo,v + o, siendo:
u —u? v —v?
U= , V=

1 —u 1 —v

se tiene que:

Ao 1 u+v —ur-v=? o1 v—u u*—-v?
| —v| 2 —u—v ’ | — v 0 u—v .

b) Siu = oo,v + x©, entonces:

A

I
7~ N\
_— <
|
o~
L
<
<
[\ "]
~—
~
I
7~ N\
—_— <
—_
|
< <
[\ "]
N4

Resulta inmediato comprobar que (A,7)=0,(A,A)=1 y (T,T)=-1. Ademas,
A-T=2kU y A+T=2kV representan las mismas lineas isotrépicas que U y que V,
respectivamente. Las demds afirmaciones son consecuencias inmediatas.

2.2. Vector normal a la geodésica que une dos puntos propios o impropios

Si N es el vector normal a la geodésica orientada que une el punto A, € H con el punto A, €

H, entonces:

_ |
N= aaay A A4

Bastaria comprobar que A» AA; = (T AA1)shd = Nshd, siendo T el vector tangente a la
geodésicaenel punto A} yo = d(A1,A2).
Si N es el vector normal a la geodésica orientada g de extremos U y V, dados en ese orden,

determinado por la orientacion de la geodésica, entonces:

_ 1
N = (U,V>(V/\ U).

La geodésica g puede expresarse g = Acht+ Tsht, siendo A = a(U+V),T=a(V-U) y
a = (2(U,V))™2. Por tanto:

N=TANA=a*[(U-V)AN(V+U)] =2a*(VAU),
lo que prueba la igualdad del enunciado.
Por otra parte, si X(t) = tU+ (1 —1)V € sl,(R), 0 < ¢t < 1, detX(s) = t(1 —t)(u—v)* y se
1
cumple que y(¢) = X(t) e H.
lu —v| Jt(1 —1)
Ademas, al ser (VA U,U) = (VA U,V) =0, se tiene que (N,V) = (N,U) = 0y (N,y(¢)) = 0.




Asi, la geodésica orientada de vector normal N viene dada por la ecuacidn paramétrica:

_ |
7 | —v| Jt(1 —1)

2.3. Ecuacion de la geodésica dado su vector normal

U+ -nV),0<tr<1

a b
Sea N = ( >,a2 + bc = 1, el vector normal de la geodésica g. Entonces si ¢ =0y
c —a

1 b
N = < ) los extremos de la geodésica son:

0 -1
N U —5b -5’
00 ) 1 Lp

Y si ¢ # 0 la geodésica tiene por extremos

g [ HerD —Fant ) daeh —k@-1y
1 ~L@+1) 1 -L@-1)
(En ambos casos: (U,U) = (V,V) = 0y (N,U) = (N, V) = 0).
En el primer caso la geodésica tiene ecuacion y(t) = A(tU+ (1 —¢)V),0 <t < 1, donde

PR

[t(1 — 1) :

” 1 Th(t—1) Tb*@—-1)—1t
Yi) = —
[t(1 —1) 1—1¢ —5b(t-1)
1

Y en el segundo, A = ———— y entonces:

-1

0) = | a+2t-1 —L(4at+(a-1)*)
2./t(1 —1) c l-—a-12t

2.4. Geodésicas secantes: angulo direccional y punto comiin

Sih y h' son dos geodésicas orientadas secantes en el punto A y S, T los vectores tangentes a
sendas geodésicas en el punto A, acordes con la orientacion de ambas, diremos que 0 € (—r, )

es el angulo direccional de la primera geodésica h a la segunda h' si:
(§,T) =cosf y SAT= Asend.

Puede observarse que A es ortogonal a los vectores S y T, que determinan, a su vez, el dngulo

7 — 0. Asi, la definicién anterior adquiere sentido teniendo en cuenta que, ademds:

(SAT,SAT)=1-(S,T)> =sen?) y (A,A) = 1.

10



Figura 8: Angulo direccional y vectores normales a dos geodésicas secantes

2.5. Geodésicas paralelas. Extremo comiin

Sean h y h' dos geodésicas orientadas de vectores normales N y N'. En el caso de
paralelismo, segin que (N,N') = 1 o (N,N') = —1, puede considerarse que el dngulo direccional
de h a h' es, respectivamente, # = 0 6 6 = & (figura 9). En el primer caso, decimos que las

geodésicas estin orientadas concordantemente.

Figura 9: Geodésicas paralelas. Concordancia
Si Ny N' son los vectores normales a dos geodésicas paralelas orientadas concordantemente,

entonces el extremo comiin a ambas viene dado indistintamente por:
U=N+N o U=NAN.

Basta comprobar que (U,U) =0 y (U,N) = (U,N') = 0, siendo (N,N') = 1.
Caso de (N,N') = —1, los vectores aN + bN' con (a,b) # (0,0) determinan, salvo constantes,
los vectores normales del haz de geodésicas paralelas que tienen un extremo comin. Tales

vectores, una vez normalizados, pueden escribirse:
M = aN + (1 —a)N',
y se cumple que (N,M) = (N',M) = —1.

2.6. Geodésicas ultraparalelas. Perpendicular comiin

Sihyh' son dos geodésicas ultraparalelas de vectores normales N y N, llamando K al vector

11



normal de la geodésica k perpendicular a ambas, si la orientacion de las tres geodésicas es tal que
A=NAK y B=KAN' son los puntos de la geodésica k pertenecientes a h y h',
respectivamente, entonces se cumple que chD = (A,B) = (N,N'), siendo D la distancia entre las
dos geodésicas ultraparalelas. Obsérvese que, en este caso, tanto de h a k como de k a h', el

angulo direccional es Z- (figura 10) y se dice entonces que su orientacion es concordante.

'

h

A

2 | B

w2, k

Figura 10: Geodésicas ultraparalelas. Concordancia

Dadas dos geodésicas ultraparalelas h y h' de H, orientadas concordantemente, de vectores
normales Ny N', si K es el vector normal de la geodésica perpendicular comiin k, orientada de
modo que - sea el valor de los dngulos direccionales deh aky dek a h', entonces:

NAN =-KshD y [N,K,N'] =-shD,
siendo D la distancia entre las geodésicas h y h'.
Basta considerar que para los puntos A = NAK,B=KAN' se cumple BAA = KshD, y
comoN = AAKyN' = K A B se tiene:
NAN' =(K,BANA)K = -KshD y [N,K,N'] = <(K,NAN')Y = (K,K)shD = —shD.
Los vectores de la forma aN+bN' con (a,b) # (0,0) determinan, salvo constantes, los

vectores normales del haz de geodésicas perpendiculares a la geodésica k.

2.7. Perpendicular a una geodésica trazada por un punto

Dados un punto A y una geodésica orientada g de vector normal N, llamando D a la
distancia de A a la geodésica g, si H es el vector normal de la geodésica h perpendicular a g

trazada por el punto A, entonces para cierta orientacion de g y de h se tiene que (A,N) = —shD
yH = ﬁ(A/\N). SiA € gentonceschD =1yH=AAN.

Suponiendo que A pertenece al semiplano interior a la geodésica orientada g si B es el punto
comun a las geodésicas g y h (figura 11), entonces:

A =BchD+NshD y (A,N) = (N,NyshD = —shD,

y la geodésica h viene dada por la ecuaciéon B = Acht + Nsht.
Y dado que H es ortogonal a A y a N, basta considerar que:

(AANN,AANN) = —-1—-(A,N)? = —ch’D.

12



Figura 11
2.8. Paralelas a una geodésica trazadas por un punto
Dados una geodésica g, de vector normal N, y un punto A no perteneciente a ella, de manera
que (A,N) > 0, las dos geodésicas paralelas a g que pasan por A, tienen vector normal.:

K= —1-[AshD- N+ (AAN)shD],

ch?D

siendo D la distancia del punto A a la geodésica g.

Es suficiente considerar que (A,N) =shD y comprobar que (A,K) =0, (N,K)=1y
(K,K) = —1.

Segtn qué signo del dltimo sumando se utilice, se obtiene una u otra paralela de las dos
posibles. Cualquiera de ellas tendria una orientacién concordante con la orientacién de la
geodésica g inducida por el vector N (figura 12).

Figura 12
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3. Representaciones geométricas

3.1. Proyeccion del modelo s/>(R) del plano hiperbdlico H sobre los modelos del
semiplano y del disco

Como ya se ha dicho (epigrafe 1.1), toda matriz de H puede expresarse de la forma:

2 32
z%(x Y ) .y >0, 3.1)
1 —X

que se corresponde con el punto x + iy € JH, de acuerdo con la biyeccién entre H'y H:

1 Re(z) -~z
F,(z) = —Im(z) < 1 _Re(2) )

> € H le corresponde aTJri e H, que mediante la
c —a

. a
0, de modo equivalente, al punto (
biyeccion h(z) = i _zzl_i se transforma en

a+i(l-¢)  2ac+i(l+a*-c?)
a+i(l+c) a’+(1+c¢)?

e D. (3.2)

3.2. Representacion de geodésicas en el disco de Poincaré

1. La semirrecta euclidea u + Ai,A > 0, de H se corresponde con

Cu+i(A—1)  2u+ W+ AT —1)i
u+i(A+1) u?+ (A +1)>2

y estd determinada por el conjunto de matrices

—(u* + A?
T R R
1 —u

. Los extremos de la geodésica serian
0 -1
=V
0 0

()
= U,©
1 —u
_ 1 _ 1 2u
oo (1)

u

y si N es el vector normal de la geodésica:

14



Figura 13

Las geodésicas correspondientes en DD serian, respectivamente (figura 13):

2 2
Wl(l):%,w (;L)_l 1 y wa(A )_%,bo.

y los vectores normales de las geodésicas son:

1 2 1 0 1 -2
Ny = ,Ny = ,N3 = .
0 -1 0 -1 0 -1

. cost -r . .. . , .
2. La matriz 1 ( > determina la semicircunferencia euclidea de radio r de H

sent 1 _cost

:r(cost+isent),0 < t < 7, de extremos

( ) > <1 | )
, T =
NI o

0 -r
, y el vector normal a la geodésica seria < - ) En el disco D la geodésica tendria

r

ecuacion:

2ac+i(1+a*—c?)  2rcost+i(r* —1)

a+(1+c¢)? 2rsent+ 12 + 1

En los casos particulares r = 1,r = 2,r = % obtenemos, respectivamente,

_ 2cost ) ( 4cost ) ( 4cost -3
2senf+1+1° 4sent +5° 4sent +5 4sent+ 5’ 4sent + 5

15



Figura 14

3.3. Geodésicas de vector normal dado

Como ya se dijo mds arriba (epigrafe 2.3), si una geodésica y de H tiene vector normal

a b )
N< ),segunquecOyalociO,

c —da

b(1—1) Lp2t—1)—

7(t)+< =1 71— ),0<z<1
2./t(1 —1) 2(1—1) b(1—-1)

o,sic>0:

y(t)+<a+2t1 L (dar+ (@ 1)%) >0<t<1

2./t(1 —1) c l—a-2t

En el primer caso (¢ = 0,a = 1), la geodésica correspondiente en el semiplano JH tendria

ecuacion:

B —b(1—1t) +2iJt(1 —1)

z(t) = 20 1) ,0<r<1,

y en el disco de Poincaré D, siendo

iy -i ba-n+2i(Jii-1) -(1-1)

YO =T :l—b(l—t)+2i< lT-1) +(1-1)’
_ D21 —1)+4Q2t—1) +4ib(1 —1) Ita:
wi) =1 p(1 -0 +4(1+2fi1-1)) yresult
_—4b(1— 1) +i(b2(1 — 1) + 421 - 1))

w(t) = p(1-n)+4(1+2/i1-1))

que son geodésicas del disco 2D con un extremo comun en i (figura 15).

,0<t<1 (3.3)
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Figura 15

| a+2t—1 —%<4at+(a—1)2>
En el segundo caso (¢ # 0), y(t) =
2 /i) N l—a-2t
a+2t-1+2iJt(1-1¢
z(t) = = ( ),O<t<1,

y, siendo

h(e) = iz(t)_,: _ ia+2t— 1 +i<2m —c)
z(t) + i a+2t—1+i(2m+c>
;la+20- D2 +41(1 —1) — ¢ = 2ic(a+2t—1)
(@a+2t-1)* + <2m +c>2
obtenemos la ecuacion de la geodésica correspondiente en el disco de Poincaré:

2c(a+2t—-1) +i<4at+ (a—1)* —c2>

(@+2i- 12+ (2fi1—1) +¢)°

. . 2 3 1 0 -1 0
Asi, las geodésicas de vectores normales , , ,
1 -2 2 -1 2 1

-3 _8
( 3 > tendrian la siguiente representacion:en el disco D:
3

’

w(t) =

,0<r<1 (3.4)

3
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Figura 16

3.4. Circunferencias hiperbdlicas

3.4.1. Ecuacion de la circunferencia

Considerando que en JH la distancia § = d(z,w) entre dos puntos z = p + ig,w = x + iy, con
g > 0ey > 0, viene dada por
2
hdew) = 14 =29
ch d(z, w) 2Im(z) Im(w)’
P-0°+(q-y)°
2qy
la ecuacién de la circunferencia hiperbélica en H con centro w = p + ig,q > 0, y radio &, cuya

0. equivalentemente, chd = 1 + , es posible, en cada caso particular, obtener

longitud y drea hiperbélicas son, respectivamente, L = 2rshdy S = msh?5.
Anélogamente, como en D la distancia o entre dos puntos zy w, con |z| < 1y |w| < 1, viene
determinada por

2
ch?Ls =1+ 2= wl :
? (1= [)( = w*)
2 )2
que puede escribirse como Ch52_ 1 _ (1 (I(jpz +);)2))+(§q_ (i]Z) ) esta igualdad permite

obtener la ecuacion de la circunferencia hiperbélica en 7 con centro w = p + iq,
0.

w| < 1, y radio

Sea, por ejemplo, z = 0y ché = 2. Entonces % = % ty = i%,/l —3x%. Asi, C=
X24yr-+=0.

L2 (1)?
G o) =Lt lfex-ox+1.Y

G

Y siz' =+ +1iyché =3, entonces 1 =

2 2
C= -1+ (-1 =2
La circunferencia C tiene longitud 2./3 7, y la longitud de C' es 442 7.

3.4.2. Puntos de interseccion de dos circunferencias secantes
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Sea X un punto comiin a las circunferencias secantes de centros A, B y radios respectivos r, r’
entonces (A,X) = chr,(B,X) = chr'.

. 0 -1 2 -5
En el caso anterior, A = =0,B =
1 0 1 -2

. a b
ysiX = ( ),(X,X) = —a’ — bc = 1, entonces
c -a

- a 2a—5¢ Sa+2b
AX = y BX = .
a b a—2c 2a+b

1 _ _ 1 _ _ ‘
Por tanto, —5(b—c) =2y b=c-4, —5(2a-5c+2a+b) =3y b=5c—4a—6. Asi,

+ +3iychr=2chr' =3,

c—4=5-4a-6 y c=a+%,b=a—%. Y como —a’—bc =1 entonces

a2+<a—%><a+%>=—l y a=3++/15, c=%i%m. Es decir,
34+ 1 141

X = s /15 s EaVh y los puntos correspondientes en ) serian
FHLVT (3 2)

p— 154415 -iJ15 1541515
=———y(Q0=——"—
3046415 3046415

Si las circunferencias fueran tangentes obtendriamos una sola solucién: el punto de tangencia
de ambas circunferencias.

Figura 17

3.4.3. Tangentes a una circunferencia

Primer procedimiento

Dada la circunferencia hiperbdlica de centro A y radio r, si P es un punto exterior las
geodésicas ¢ y t', tangentes a la circunferencia trazadas por el punto P pueden obtenerse del
modo siguiente.

Sea T €t uno de los puntos de tangencia, entonces, como chd(A,P) = chd(P,t)chr
(teorema de Pitdgoras, apartado 3.4.6), se tiene que chr = (A, T) y (A,P) = (P,TXA,T) y la
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tangente ¢ viene dada por la expresion matricial AP + (1 — )T, A € R.Las ecuaciones anteriores
permitirdn calcular los puntos de tangencia Ty T’ y trazar las dos tangentes a la circunferencia.
Segundo procedimiento

Si N es el vector normal de una de las tangentes se cumple que (N,P) = 0,(A,N) = shry el
punto de tangencia T es la interseccion de la tangente y la geodésica perpendicular que pasa por
A. Es decir, T estd determinado por la matriz

(AAN) AN = (N,AN - (N,NYA = Nshr+A.

3.4.4. Tangentes comunes a dos circunferencias

Dados los centros A y B de dos circunferencias hiperbdlicas secantes de radios r; y r2, un
procedimiento para trazar sus tangentes comunes consiste en hallar los vectores normales T de
las geodésicas ¢ tales que d(A,t) = r1 y d(B,t) = ry : (A,T) = shr1,(B,T) = shr,, para cierta
orientacion de ¢.

Y si las circunferencias no son secantes existen otras geodésicas tangentes a ambas, de modo
que (A,T) = —shr,(B,T) = shr,.

En el caso de dos circunferencias exteriores se obtienen dos soluciones, y una sola si son
tangentes.

3.4.5. Potencia de un punto respecto a una circunferencia. Eje radical de dos
circunferencias. Centro radical de tres circunferencias

Definimos la potencia de un punto A respecto a una circunferencia C, de centro O y radio r,
como el nimero real pc(A) tal que

chd(A,0) o 1
chr — chr’

pc(A) =

1
chr

de modo que <pc(A) <1,pc(A) =10 pc(A) > 1 seglin que el punto A sea interior a la
circunferencia, un punto de ella o exterior a ella.

Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos que tienen igual
potencia respecto a ambas. El eje radical es

perpendicular a la geodésica que une los centros. Si las circunferencias son secantes une los
puntos comunes, y si son tangentes pasa por el punto de tangencia.

El centro radical de tres circunferencias es el punto que tiene la misma potencia respecto a
las tres y es el punto comun a los ejes radicales de cada par de circunferencias.

Si X es un punto del eje radical E > de dos circunferencias de centros Oy, 03 y radios ry,r
entonces (X,0;) = chd(X,0,) = pchr; y(X,02) = chd(X,0,) = pchr,, siendo p el valor de la
potencia de X respecto a ambas circunferencias.

. _ X0 _ X0y . 1 1 _ :
Asi, p = SRR (X, o 0, v 0,) =0, para todo X € Ejp, y la matriz
Chlrl |- Chlrz O, determina, salvo constantes, el vector normal N, del eje radical de las

circunferencias. Obsérvese que <ch1r1 O - ﬁOz,Ol ANO2)=0, lo que muestra la

perpendicularidad del eje radical E;, y la geodésica O,0;.
Si una tercera circunferencia tiene centro O3 y radio r3, entonces el centro radical de las tres

circunferencias viene determinado por la matriz
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1 1 1 1
(chrl 01 - chry 02) A (chrz 02 - chrs 03) ~
(01 A 02)chr3 + (02 A 03)chr1 + (03 A 01)chr2 =Q

donde el simbolo ~ indica que las son matrices iguales salvo constantes.

Segtin que detQ > 0, detQ2 = 0 o detQ < 0, la matriz O, una vez normalizada, determina un
punto propio, un punto impropio (interseccién en ambos casos de los ejes radicales, secantes o
paralelos, respectivamente) o el vector normal a la geodésica perpendicular comin a los tres ejes
radicales, ultraparalelos en ese caso.

Para que detQ) = (Q,()) > 0 es necesario y suficiente que

2 2, 2.2 22
2csci(c3ca —c31) + 2cac3(caic1z — €23) + 2ci1c2(c13€32 — €12) = §7,05 + S53C7 + $5,C5,

donde c¢; = chri,cjx = (O;,0x),sjk = shr;j.

Por otra parte, para que el centro radical exista y sea un punto propio o impropio X, se
requiere que dos ejes radicales cualesquiera sean secantes; por ejemplo, E12 y E23. y entonces X
seria el vértice de un cuadrildtero con dos dngulos rectos, cuyos lados son segmentos de las
geodésicas E12,0102,0203,E23 y X el punto comin a Ej2 y E3.

En todo cuadrilatero, si A; y «; son los lados y los dngulos, de modo que

—_— —_—
Ai=AAi, s = AdAr,a; = LA, ar = A4hdr:
K4 = 01(8152 — C1k2C2)03 — (k1620203 + 01C102K3) + K1K2K3,

donde x; = cosa;,0; = sena;,C; = chA;,S; = shA,.
(Cfr. [3] Capitulo 2: Proposicién 2.4.4)

—_—
En nuestro caso, si 010:03 =02 =0 y k4 =K, entonces o] = a3 = % y
K = 8152 — C1Czcosa, siendo k = 1 si el centro radical es un punto impropio.
Asi, la condicién necesaria y suficiente para que E2 y E»3 sean secantes seria
-1 <8152 - CiCsycosa < 1Yy, por tanto:

-1+95:5> < cosa < 1+5:15,

C]Cz CICZ
siendo Sl = |<02,N12> ,Sz = |<02,N23>|.
z —14+51S, —1 5152 -1 . .z
Obsérvese que o, oG Yoo <TG +1 < 1, lo que muestra que la inecuacién

anterior siempre admite soluciones para .
3.5. Triangulos

Las férmulas siguientes y su demostracion pueden encontrarse en cualquier texto especifico
de geometria hiperbdlica.
Dados los vértices de un tridngulo A,B,C, si denominamaos a sus dngulos

A= a,ﬁ = ,B,/C\’ =vy,sudreaes S =7 — (a+ B+ y) (férmula de Gauss-Bonnet) y las relaciones

entre sus lados y sus dngulos serian:
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cosy = senasenffchc —cosacosf
chc = chachb —shashbcosy

seng _ senf _ seny
sha  shb  she

Si el tridngulo es rectingulo (y = 7-), entonces chc = chachb = cotacotf.

3.5.1. Medianas y baricentro de un triangulo

El punto medio M de un segmento hiperbdlico XY viene dado, salvo constantes, por

X+Y =AM, siendo A = (2 +2(X,Y)) " para que detM = 1 :
XX+Y)=X+Y.Y)=1+XY)y dX,M) =dM,Y).

Se considera el tridngulo de vértices A, B, C : los puntos medios de los lados, M,,M;, y M.,
estan determinados por las matrices B+ C ~ M,, C+A ~ M, y A+ B ~ M,, y las medianas
pueden representarse mediante la ecuacion m,(t) = tA+ (1 —t)M,,0 <t <1, y las otras dos
ecuaciones andlogas, teniendo en cuenta que cada punto de la mediana debe ser una matriz de
determinante 1.

El baricentro G viene dado la matrizA+ B+ C ~ G :

(A+B+C,AANM,) =vol(A+B+ C,A,M,)
= vol(A,A,M,) + vol(B+ C,A,M,)
= Avol(B+ C,A,B+C) =0,
siendo A = (2 +2(B,C))"?. Asi, el punto D pertenece a la mediana AM,, y andlogamente se
prueba su pertenencia a las otras dos medianas.

Figura 18: Baricentro de un tridngulo

3.5.2. Alturas y ortocentro de un tridngulo

La altura respecto al vértice A, perpendicular a la geodésica BC trazada por A, estd
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determinada por la matriz
ANBANC)=(A,C)B—-(A,B)C = Bchb— Cchc
y, si calculamos
(Acha—Bchb) A (Bchb - Cchce) = Acha A Bchb+ Bchb A Cche+ Cche A Acha
se obtiene, salvo constantes, la matriz asociada al ortocentro, punto de interseccion de las alturas.
3.5.3. Mediatrices de los lados de un triangulo. Circuncentro

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de
sus extremos y es una geodésica perpendicular al segmento que pasa por su punto medio.

Si A y B son los extremos del segmento hiperbdlico y P es cualquier punto de la mediatriz
entonces (A, P) = (B, P).

Por otra parte, A+ B y A A B determinan, salvo constantes, el punto medio M de AB y el
vector normal de la geodésica AB, la mediatriz viene dada por la matriz M A (A A B), que, una

vez normalizada, corresponde al vector normal de dicha mediatriz. Obsérvese que
(A+B)AN(AAB) =(A,B)A—-(A,A)B+(B,B)A —(B,A)B
=(A,B)(A-B)+A-B=(A-B)(1+{(A,B)) ~A—-B.
Y los vectores normales de las otras dos mediatrices estarian asociados a las matrices B — C'y
C-A.
El circuncentro O, interseccion de las mediatrices, queda determinado por la matriz
A-B)A(B-C)=AAB-AANC+BAC
y la circunferencia circunscrita tendria centro O y radio r : chr = (O,A) = (O,B) = (O, C).
Obsérvese que, por ejemplo, ((A-B)A(B-C),C) =(AAB,C)=vol(A,B,C) y el
resultado no depende del segundo factor, A, B o C, del producto escalar.

3.5.4. Bisectrices de los angulos de un triangulo. Incentro

Dado un tridngulo ABC, si A’ es el punto de la bisectriz del dngulo A=a perteneciente al

lado opuesto a, entonces:
shb' _ shc'

shb she ’
siendo b' = d(A',C),c' = d(A',B).
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Figura 19

Como se puede observar, en los tridngulos AA'B y AA'C se cumple, respectivamente,

shc' _ _she shb' _ shb 16 que prueba la igualdad anterior.

a ny Y o
sen g seny - sen-S sen(w —y)

Para hallar A’ consideramos la matriz Bshb + Cshc € sl(R), con determinante
A = (Bshb + Cshc,Bshb + Cshe) = sh?b +2chashbshce + sh’c > 0
y, asi, X = % (Bshb + Cshc) es un punto propio de H que pertenece al segmento BC, de
manera que

_ 1 - 1
(X,B) = = (shb +chashe) y(X,C) = = (chashb + shc)

y sh?d(X,B) = (X,B)* — 1,sh?d(X,C) = (X,C)? — 1. Es decir,
(shb +chashe)? — A = Ash?d(X,B) y (chashb +she)? — A = Ash?d(X, C)
Asi,
sh?d(X,B) _ (shb+chashc)®—a _ ch’ash’c—(sh’c) 2y eh%c _ sh’e

sh’d(X,C)  (chashb+shc)>—A  ch’ash®b— (sh?h)  sh?ash®h  sh?b’

shd(X,B) _ ghe
Y shd(X,C) _ shb

Al = %(Bshb+ Cshc), con A = sh?b + 2chashbshc + sh’c.

: el punto X de BC coincide con A', que puede expresarse como

Una vez hallado A’, es posible obtener el vector normal N, de la bisectriz AA’ del dngulo 1/4\
pues Ny ~AANA' :

Ny ~A A (Bshb+ Cshc)

Otra expresion para N, se obtiene considerando que

cos % = - (Ny,AAB) = Z-(No,ANC) y(Nu,A N (#B— L C))=0.

Es decir, VOl(Na,A, ﬁB— $C> =0 vy N,Z,A,ﬁB— St}b C serian linealmente
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1
she

dependientes. Siendo A y
(A,Ny) = 0y, asi,

1+ A, -=B---C) = 1+‘u<$chc— ﬁchb) =0y = Gratisae

B - ﬁc independientes, N, ~ A+ u(B — C). Por otra parte,

es decir,
Ny ~ A(chbshc —shbchce) + Bshb — Cshe,
Para hallar el incentro /, punto de interseccion de las bisectrices, y centro de la circunferencia
inscrita al tridngulo, se tiene que cumplir (/,N,) = (I,Ng) = 0, siendo f§ = @, y entonces
I ~ Asha+ Bshb + Cshe,
al ser

(Asha + Bshb + Cshe,Ny) ~ (Bshb + Cshc,A A\ (Bshb + Cshc))
= («(B,CNA)+{(C,AANB))shbshc
= (-vol(A,B,C) + vol(A,B,C))shbshc = 0

y andlogamente para Npg.

El radio de 1la circunferencia inscrita, r = d(,BC) se obtiene calculando
(Asha+ Bshb+ Cshc) A(BAC) :

ANMBAC)sha+BABANC)shb+CA(BAC)shc=AA(BAC)sha = vol(A,B,C)sha

y, siendo

(Asha+ Bshb + Cshc,Asha+ Bshb + Cshc) =
sh?a + sh?b + sh’c + 2(chashbshc + chbshcsha + cheshashb) = A’

y(BAC,BAC)=1-ch?a = —sh’q, se tiene que

= — 1 WAsha+Bsh he.B — ' {Asha.B _ [ol@ABO)|
shr shaJFK sha + Bshb + Cshe,B A C)| shaJFK sha,B A C)| =
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