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Resumen — Este trabajo presenta una metodologia para el control activo de vibraciones mediante realimentacion
proporcional de aceleracion, que considera las posiciones de los acelerometros como variables de disefio. La
metodologia emplea un filtro modal discreto para estimar las componentes de aceleracion de los modos de vibra-
cion, lo que desacopla la sintonizacion del controlador de la dependencia de las posiciones de los sensores, sim-
plificando el disefio y reduciendo la complejidad computacional. El posicionamiento de los acelerémetros se op-
timiza minimizando una medida sobre la matriz de ganancias del filtro modal (€2). Este criterio busca reducir la
interaccion del ruido de los acelerometros con la estructura flexible y atenuar el observation spillover, un factor
clave que puede causar inestabilidad al interactuar con la dinamica no modelada. Las simulaciones numéricas en
una viga flexible demuestran que esta metodologia reduce el impacto del ruido y promueve la estabilidad del
controlador.
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Abstract — This work presents a methodology for active vibration control using proportional acceleration feed-
back, which considers accelerometer positions as design variables. The methodology employs a discrete modal
filter to estimate the acceleration components of the vibration modes. This filter decouples the controller tuning
from its dependence on sensor positions, thereby simplifying the design and reducing computational complexity.
Accelerometer placement is optimized by minimizing a measure on the modal filter gain matrix (Q). This criterion
aims to reduce the interaction of accelerometer noise with the flexible structure's dynamics and to attenuate ob-
servation spillover, a key factor that can cause instability when interacting with unmodeled dynamics. Numerical
simulations on a flexible beam demonstrate that this methodology reduces the impact of noise and promotes
controller stability.

Keywords — Sensor positions, Active vibration control, Acceleration feedback.

1. INTRODUCCION

Una estructura mecanica flexible sometida a fuerzas de perturbacion experimenta el fenomeno de vibra-
ciones mecanicas. Este produce desplazamientos no deseados que pueden degradar su desempefio y hasta
comprometer su integridad mecanica [1]. Algunos ejemplos en los cuales este fendmeno es considerado
como no deseado son: estructuras mecanicas con fines espaciales [2], [3] y [4]; generadores edlicos [5];
radiotelescopios terrestres [6], barras de pulverizacion [7], [8] y [9] y la generacion de ruido por vibraciones
estructurales [10] y [11].
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Una de las alternativas para dominar el fendmeno de vibraciones mecanicas es el control activo de vibra-
ciones. El control activo modifica la respuesta de la estructura flexible ante fuerzas de perturbacion, me-
diante fuerzas de control gobernadas por un controlador en base a informacion del estado de la dinamica
de la estructura obtenida mediante sensores instalados sobre la misma.

Se han propuesto diversas estrategias de realimentacion en el area del control activo de vibraciones. Sin
embargo, su viabilidad de realizacion e implementacion se encuentran determinadas, entre otras circuns-
tancias, por el tipo de sensores. En este sentido, uno de los sensores més utilizados es el acelerdmetro, el
cual en base a los ultimos desarrollos de la tecnologia MEMS, se ha convertido en un sensor de bajo costo,
pequefias dimensiones y peso reducido.

Diversos son los trabajos que han utilizado acelerémetros en la implementacion de un control activo de
vibraciones. Por ejemplo, [12] implement6 un controlador disefiado con metodologias H2/LQG basado en
la realimentacion de aceleracion y demostrd su efectividad para suprimir las vibraciones en estructuras
edilicias sujetas a sismos. [13] propuso un controlador con una dindmica de segundo orden el cual utiliza
una realimentacion de aceleracion. [14] propuso una realimentacion de aceleracion el cual utiliza una con-
figuracion de actuador y sensor colocados en una misma posicion sobre la estructura flexible. Todos estos
trabajos tienen en comun el hecho de que proponen un controlador con una dinamica de compensacion.

El disefio de un control activo de vibraciones resulta un problema de ingenieria desafiante debido a que
las vibraciones mecanicas son un fenomeno fisico de caracter distribuido. Esta caracteristica antepone una
toma de decision entre la dimension del modelo matematico utilizado para describir la dindmica de la es-
tructura flexible y su capacidad para describir la interaccion del controlador con la estructura flexible. Esta
situacion de compromiso pone de manifiesto que los controladores disefiados en base a modelos reducidos
pueden experimentar una fuerte degradacion en su desempefio y hasta una posible pérdida de estabilidad,
[15], en su interaccion con la estructura flexible.

Otro aspecto a tener en cuenta en la etapa de disefio del control activo de vibraciones son las posiciones
de los actuadores y sensores. Por un lado, se han propuesto metodologias de seleccion de posiciones de
actuadores y/o sensores, las cuales requieren informacion sobre la dinamica de la estructura flexible que ha
quedado excluida del modelo utilizado en la etapa de disefio del controlador [16-19]. Por otro lado, se ha
propuesto una metodologia de seleccion de posicion de sensores cuyo objetivo es atenuar la interaccion de
la componente de ruido de los sensores con la dindamica de la estructura flexible durante el control activo
de vibraciones [20]. Esta propuesta metodoldgica, en contraste con las anteriores mencionadas, no requiere
informacion de la dinamica no contemplada en el modelo utilizado en el disefio del controlador. En este
caso, la seleccion de posicion de los sensores se realiza en base a una medida de calificacion relacionada a
la magnitud de las ganancias del filtro modal, el cual es introducido para estimar las componentes de ace-
leracion modal. Este filtro es crucial porque desacopla la sintonizacidon del controlador de su dependencia
directa con las posiciones de los acelerometros, lo que simplifica la complejidad computacional en la etapa
de disefio del controlador [20]. Cabe mencionar, que este filtro modal deriva de un disefio propuesto para
minimizar el efecto del ruido de los sensores sobre las salidas de dicho filtro [21], sin considerar atn la
etapa de control de vibraciones.

Este trabajo se presenta como una version extensa del trabajo presentado en [20], donde ahora se profun-
diza en el analisis de estabilidad y desempefio del sistema controlado, considerando el impacto de la dina-
mica no contemplada en la etapa de disefio del controlador, situaciéon que fue ignorada en el trabajo original.
Para que el articulo sea autocontenido, se vuelve a presentar la problematica emergente al introducir las
posiciones de los sensores en el disefio del control activo de vibraciones. También se repite la presentacion
del filtro modal discreto y el consecuente desacople entre el problema de sintonizacidon del controlador y el
problema de las posiciones de los sensores. Seguidamente, se analiza el impacto de la componente de ruido
de los acelerometros en el desempefio del controlador y la estabilidad de éste en funcion de las posiciones
de los sensores, siendo este ultimo aspecto la principal contribucion de este trabajo. Mas especificamente,
el criterio de seleccion de posicion de los sensores propuesto atentia el fenomeno de observation spillover
—Ila presencia de componentes de aceleracion de la dinamica no controlada en las sefiales de los sensores—
, lo cual es fundamental para promover y preservar la estabilidad del controlador en su interaccion con la
estructura flexible.
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2. DESARROLLO

2.1. Modelo matematico del sistema y estrategia de control propuesta

En este trabajo, se describe la dinamica del cuerpo o estructura flexible mediante un conjunto de n ecua-
ciones diferenciales ordinarias de segundo orden [22]:

M(t) + CX(0) + Kx(t) = Byfy () + Byf, (©) (1)

donde el vector x(t) € R™1 es el descriptor temporal del i-ésimo coordenada de desplazamiento, M €
R"*Meg la matriz de inercia, C € R™" es la matriz que modela el proceso de disipacion proporcional, la
matriz K € R™™ describe la rigidez de la estructura flexible y las matrices B, € R**™u, B, € R**"'» mo-
delan la interaccion de las fuerzas de control y perturbacion ordenadas en los vectores f, (t) y f, (t) respec-
tivamente.

Al abordar el disefio de un control activo de vibraciones, la cantidad de ecuaciones diferenciales que
describen la dinamica completa de la estructura flexible puede ser elevada. Esto impone un compromiso
entre la complejidad de disefio del controlador y la potencia de la metodologia de disefio para describir y
predecir la dindmica resultante. En estos casos, se divide el conjunto de ecuaciones presentado en la Ecua-
cion (1) en dos grupos: dinamica controlada y dinamica no controlada, por lo tanto, el modelo matematico
presentado en dicha ecuacion queda particionado y representado en una notacion matricial de la siguiente
manera:

o R e R e Y B A RS M LR
Ml Myl Kne (O] 7 1CT Xne(O) 7 1KG  Kpel Xpe(®]  1Bncu Bnep

donde las matrices con subindice “c” describen la dindmica controlada, el subindice “nc” sefiala las ecua-
ciones diferenciales que describen la dinamica no controlada y el subindice “a” identifica los acoplamientos
entre ambas dinamicas.

Usualmente, la dinamica controlada es utilizada en la etapa de disefio del controlador ignorando su aco-
plamiento con la dindmica no controlada. Es comun que este modelo describa la dinamica de los modos de
vibracion de baja frecuencia. Estos aportan las componentes mayoritarias en la descripcion del desplaza-
miento de la estructura flexible. En una notacion matricial el modelo de la dindmica controlada desacoplada
queda descrita de la siguiente manera:

McXe(0) + CeXe(t) + Kexc(t) = Beyufy () + Bcp p(t) (3)

Por otro lado, la implementacion de este control activo de vibraciones asume la instalacion de ng > n.

acelerometros sobre la estructura flexible. El disefio de este control asume un conjunto de n, = ng posi-
ciones candidatas para estos ng acelerometros estableciendo asi un conjunto S con Cp, (np) configuraciones
posibles de posiciones para estos acelerometros. También se asumira que cada uno de los acelerometros
presenta una componente de ruido aditiva en su sefial de salida, una masa despreciable y una ausencia de
dindmica.

La sefial de salida de estos acelerometros, considerando tanto la dinamica controlada como la no contro-
lada, ver modelo en la Ecuacion (2), quedan modeladas a partir de la siguiente expresion:

X (D)
nc()

donde r(t) € R"*! representa las componentes de ruido de los ng acelerometros. Las matrices P.(k) €
Rs*Re y P (k) € R"s*™nc gon las matrices de interaccion de los acelerdmetros con la estructura flexible.
La variable k denota la k-ésima configuracion posible de posiciones de los acelerometros definidas en S.

La estrategia de control activo de vibraciones a partir de la realimentacion proporcional de aceleracion
propone que las fuerzas de control sean una combinacion lineal ponderada de las sefiales de los acelerome-
tros. En notacidon matricial esta estrategia es descrita de la siguiente manera:

fu(k: t) = _KSY(k: t) (5)

) = [Pe(K)  Poc(K)] [ ] + () )
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donde la matriz Kg € R™*"s es la matriz de ganancias del controlador.

En la etapa de disefio, se considera que las sefiales de los acelerometros y(k, t) presentadas en la Ecuacion
(4), son conformadas tinicamente por las componentes de aceleracion de la dindmica controlada y el ruido
de los sensores. El término de la dindmica no controlada en la ecuacion (4) es ignorado, ya que la informa-
cion de esta dinamica se presupone desconocida o con alta incertidumbre. La realimentacion en base a la
ley de control presentada en la Ecuacion (5), modifica la dinamica controlada de la estructura flexible de la
ecuacion (3), quedando esta descrita de la siguiente manera:

[M¢ + BeuKsPe(R)]% (1) + Ce % (1) + Kexc(8) = Bcpfp (t) = BeuKsr(t) (6)

donde es posible observar que la realimentacion ponderada de aceleracion modifica la matriz de inercia
de la dindmica controlada. Esta modificacion no solo estd sujeta a la matriz de ganancias K, sino que
también esta sujeta a la disposicion de las fuerzas de control mediante la matriz B, y a las posiciones de
los acelerometros a partir de la matriz P.(k).

El primer aspecto emergente al considerar las posiciones de los acelerometros es que su introduccion
incrementa el volumen de computo en la etapa de disefio del controlador de manera sustancial. Por ejemplo,

disponiendo de cuatro acelerémetros y veinte posiciones candidatas para estos, la cantidad de configura-

ciones posibles de posicion asciende a C,(20) = jTO; = 4845. En este contexto, definido el desempefio

esperado del controlador, serd necesario determinar la matriz de ganancias K del controlador para cada
una de las 4845 configuraciones. Por lo tanto, a continuacion, se propone una metodologia para desacoplar
el problema del posicionamiento de los sensores del problema de sintonizacion del controlador.

2.2. Metodologia propuesta

La metodologia presentada en [20], propone abordar esta problematica asumiendo que la matriz de ga-
nancias del controlador K, Ecuacion (5), es el producto de dos matrices:

Ky = K. (7)

Como se verd mas adelante, la matriz Kg¢ € R™u*"c es la encargada de establecer la dinamica de lazo
cerrado siendo esta invariante ante las posiciones de los acelerometros. Mientras que la matriz Q. € RP¢*Ps
es la responsable de establecer una estimacion del vector aceleracion de la dinamica controlada X.(t), a
partir de las sefiales de los acelerdmetros mediante la conformacion de un filtro modal discreto:

%k t) = QK)yk, t) (8)

Al introducir el modelo de la sefal de los acelerometros presentada en la Ecuacion (4), pero ignorando
las componentes de aceleracion de la dindmica no controlada, en la Ecuacion (9), la estimacion representada
de la siguiente manera:

(k) = Q)P (KX (D) + Q)r (D) 9)

donde la matriz de ganancias Q(k), se determina a partir de informacion de la dinamica controlada de la
siguiente manera:

Qk) = [PF (PRI P (k) (10)

en base a la metodologia propuesta en [21]. Con esta definicion, el producto Q(k)P.(k) = I, resulta una
matriz identidad, lo cual promueve una estimacion perfecta. Esto significa, obtener la separacion de las
componentes de aceleracion de cada descriptor temporal de la dinamica controlada y disponer de éstas en
las respectivas senales de salida del filtro, Ecuacion (9). Para que esto suceda sobre cada una de las confi-
guraciones de posicion, la cantidad de acelerometros deben ser al menos igual a la cantidad de componentes
de aceleracion que se desean aislar, ng > n., [21]. Por otro lado, se puede observar que la estimacion de
aceleraciones propuesta en la Ecuacion (10), tiene una componente residual. Esta componente no deseada
es la combinacion lineal ponderada de las componentes de ruido de los ng acelerémetros descrita por el
sumando Q(K)r(t) y que sera un nuevo agente de perturbacion de la estructura flexible.
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En base a la factorizacion de la matriz de ganancias del controlador K propuesta en la Ecuacion (8) y la
determinacion de la matriz (k) a partir de la Ecuacion (11), la ley de control presentada en la Ecuacion
(5), y constituida en base a la dinamica controlada definida en la Ecuacion (3), queda definida de la siguiente
manera:

fu ® = _stgzc(t) (11
y la dindmica controlada tras la realimentacion propuesta resulta:
[Mc + By st]ic(t) + C, Xc(t) + K Xc(t) =~ BcustQ(k)r(t) + Bcp p(t) (12)

donde puede observarse nuevamente que la realimentacion modifica la inercia de la dinamica, pero en este
caso esta modificacion es independiente de las posiciones de los acelerometros. Esto resulta tras la factori-
zacion de la matriz de ganancias del controlador propuesta en la Ecuacion (8) donde la condicion
Q(k)P.(k) = I, tras la introduccion de un filtro modal para estimar las aceleraciones. Como resultado de
esta factorizacion el volumen de computo en la etapa de disefio del controlador se reduce sustancialmente
tras desacoplar el problema de seleccion de posicion de los sensores del problema de sintonizacion de la
dinamica a lazo cerrado.

2.3. Problematica de la componente de ruido y su interaccion con la dinamica de la estructura fle-
xible

Tras establecer la realimentacion, la componente de ruido de los acelerémetros excita la dinamica de la
estructura flexible, pudiendo degradar el desempefio del controlador. Esto puedo observarse en la Ecuacion
(12). El término B, K Q(K)r(t) es el precursor de esta excitacion no deseada y su magnitud depende de
varios factores: la posicion de las fuerzas de control B, la matriz de ganancia del controlador K¢ y la
posicion de los acelerometros a través de la matriz (k). Esta matriz de ganancias (k) se computa a partir
de la magnitud de la forma de los modos de vibracion en las posiciones de los acelerometros, ver Ecuacion
(10). Entonces, adoptar el criterio de seleccionar las posiciones de los acelerémetros que promuevan que la
matriz Q(K) — 0, resulta en una de las posibles decisiones de disefio para reducir la degradacion del desem-
pefio del control activo producto de las componentes de ruido presentes en los acelerometros.

2.4. Problematica de la estabilidad del controlador en su interaccion con la dinamica de la estruc-
tura flexible

En la etapa de disefio del control activo de vibraciones, la estabilidad del controlador es evaluada en base
a un modelo (dinamica controlada) que describe parcialmente la dinamica de la estructura flexible. Esto
implica por lo tanto que no existen certezas con respecto a la estabilidad real de este controlador en su
interaccion con la estructura flexible. Para determinar las causas que promueven esta pérdida de estabili-
dad, se puede tomar el modelo dinamico presentado en la Ecuacion (2), considerar la Ecuacion (4) que
describe las sefiales de los acelerometros en base a dicho modelo e introducir la realimentacion de acelera-
cion descrita en la Ecuacion (5), para obtener una descripcion de la dinamica de la estructura flexible cuando
el control de vibraciones se encuentra activo. Esta dinamica a lazo cerrado queda descrita de la siguiente
manera:

[ Mc + BauKss Mg + BeyKsrQ(K) Py (k) Hic(t)] [ 4 H (t)] [ ¢ H Xc(t)
Ca Cnc Ka K

M3 + BneuKss Mpe + Bncustﬂ(k)Pnc(k) Xnc(t) X () Xnc(D)
[Bncu]f (®) +[ ncf p] fp (O — [Bncu] KseQ(R)r(t) (13)

Como puede observarse, la realimentacion de aceleracion modifica tanto la matriz de inercia de la dina-
mica controlada, M. + B Kg , como la matriz de inercia de la dindmica no controlada M, +
BhcuKsiQ(K)P, (k) y los acoplamientos inerciales entre ambas dinamicas M, + B K¢ Q(K)P,(k) y
MI + BpcuKss. La posible inestabilidad del controlador es causada por todas estas modificaciones en la
dinamica de la estructura flexible. Esta problematica ya ha sido analizada por Balas [15], para el caso en
donde las matrices de acoplamientos C, y K, son nulas. En dicho trabajo se identificaron dos fenomenos:
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el observation spillover y el control spillover promotores de la pérdida de estabilidad. El control spillover
es la excitacion no deseada de la dindmica no controlada a través de las fuerzas de control f,(t). Este
fendmeno introduce el término B,,.,Ksr en el acoplamiento inercial de la matriz de inercia, ver la Ecuacion
(13). El fendémeno observation spillover, en cambio es la presencia de las componentes de aceleracion de
la dindmica no controlada en todas las sefiales de salida de los acelerometros. Este fenomeno introduce el
término B, K¢ Q(K)P,.(k) en el acoplamiento inercial entre dindmicas y en la matriz de inercia de la
dinamica no controlada. Balas demostré que la eliminacién del observation spillover en las sefales de los
acelerometros garantiza la estabilidad del controlador en su interaccion con la dindmica real de la estructura
flexible [15]. La eliminacion o en su defecto la atenuacion de este fenomeno implica que el término
BouKssQ(K)P, (k) — 0. Para lograr esto, Balas sugiere la utilizacion de filtros aplicados sobre las sefiales
de los acelerdmetros y/o una adecuada seleccion de posicion de los acelerometros. En lo que respecta a la
seleccion de posicion de los acelerometros, el criterio propuesto en la seccion 2.4 consistente en seleccionar
las posiciones de los acelerdmetros que fomenten que la matriz Q(k) — 0. También, es una decision de
disefio que promueve la atenuacion del fendmeno observation spillover ya que el término
BouKsfQ2(K) Py (k) = 0y por lo tanto, promueve la estabilidad del controlador.

2.5. Metodologia de seleccion de posicion de acelerometros

Las dos problematicas puestas a consideracion en las secciones anteriores ponen de manifiesto el impacto
de las posiciones de los acelerometros en este tipo de control activo de vibraciones. En este trabajo se
recurre al criterio propuesto por [21] para la seleccion de las posiciones de los acelerometros. En dicho
trabajo se estableci6 un criterio de seleccion de posiciones con la necesidad de atenuar las componentes de
ruido de los sensores en las sefiales de salida del filtro modal. Este criterio se basa en la identificacion de la
k*-iésima configuracion de posicion de los sensores cuya medida f.(k*) = ||Q(k*)||r, denominada factor
de calidad f,, sobre la matriz de ganancias del filtro modal resulta la minima sobre el conjunto finito de
configuraciones posibles S, es decir:

HK)[r < [1Q%K)||r VK €S (14)

donde S es el conjunto finito de configuraciones de posicion de los acelerometros. Este criterio selecciona
las posiciones para los acelerometros que promuevan que la matriz Q(k*) — 0y por lo tanto promueve la

atenuacion en la interaccion ruido-dinamica, es decir, [B cu ] K Q(K)r(t) - 0, ver Ecuacion (13) y la ate-

ncu
nuacion del observation spillover, es decir B K Q(K)P, (k) = 0.

3. CASO DE ESTUDIO

Con el objetivo de ejemplificar la utilizacion de la metodologia propuesta en este trabajo, se presenta el
disefio de un control activo de vibraciones de una viga flexible esbelta mediante realimentacion proporcio-
nal de aceleracion. La evaluacion de desempefio de este control activo se realizd en base a simulaciones
numéricas.

3.1. Modelo dinamico de la viga flexible

En la Fig. 1 se presenta un diagrama esquematico correspondiente a la vista superior de una viga flexible
de seccion rectangular constante con un ancho de 5.1 mm y una altura de 51.4 mm. La longitud de la viga

esde L = 2000 mm, su densidad es 7850 % y un modulo de elasticidad de 200 G Pa. Como puede ob-

servarse, uno de los extremos de esta viga se encuentra empotrado sobre una masa my, = 200 kg que pre-
senta una traslacion en la direccion éy, mientras que el otro extremo es libre. La viga, como también la
masa, se encuentran sujetas a fuerzas externas. La fuerza fp (t), es una fuerza de perturbacion que actia
sobre el extremo libre de la viga. La fuerza f,, (t), es la fuerza de control por la cual el control activo inter-
actia con la viga flexible. La fuerza f,(t), es una fuerza de restitucion elastica proporcional a la traslacion

de la masa my,, es decir fo(t) = —k,p(t), donde k, = 10 % y la fuerza f,(t) = —k,p(t), donde k, =
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N e, . .
3760 ES, es una fuerza de disipacion. La magnitud p(t) es el desplazamiento de la masa m,, con respecto
al marco de referencia inercial XY (€, €y).
La magnitud w(x, t), es el desplazamiento transversal de la viga con respecto al sistema de referencia no
inercial Xy (€X, E;,) situado sobre la masa my,,.
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Fig. 1. Esquema de Viga flexible esbelta. Vista superior.

3.1.1 Modelo dinamica controlada

El modelo matematico que describe la dindmica de esta estructura flexible (viga + masa) para la etapa de
disefio del controlador, es el modelo presentado en la Ecuacion (3) donde las matrices M., C. y K, de dicho
modelo quedan determinadas de la siguiente manera:

2.20 1.58 0.88 3738.00 0.00 0.00 10.00 0.00 0.00
M. = (158 1.00 0.00],C, 0.00 0.07 0.00|,K.=]0.00 46.23 0.00 (15)
0.88 0.00 1.00 0.00 0.00 0.41 0.00 0.00 1731.20
las matrices de interaccion By, y Bgp:
1.00 1.00
B., ={0.00{, B, | 0.97 (16)
0.00 —-0.98
y el vector x.(t):
p(H)
x(0) = [a:1(D, (17)
q2(t)

donde p(t) es el desplazamiento del extremo empotrado de la viga y las variables q;(t) y q,(t), son las
componentes modales de desplazamiento transversal relativo de la viga con respecto al sistema xy. Estas
componentes modales corresponden al primer y segundo modo de vibracion transversal de la viga respec-
tivamente.

El desplazamiento transversal con respecto a XY (direccion €y) del extremo libre de la viga se propone
como sefial de desempeifio y la misma queda modelada de la siguiente manera:

z1,(t) = w(L,t) = p(t) + 0.97q, (t) — 0.98q,(t) (18)

En este caso de estudio la realimentacion de aceleracion se establece a partir de ng = 3 acelerometros
(ideales) instalados sobre la longitud de la viga flexible y destinados a determinar la aceleracion transversal
de la viga con respecto al sistema de referencia inercial XY. Las sefiales de dichos acelerometros y sus
respectivas componentes de ruido quedan descritas de la siguiente manera:
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s(k,t) = P.(k)X.(t) + r(D), (19)
donde la matriz:

1 &) ()
P.(k) =11 &1(2) &q(ra)], (20)
1 &y(r3) y(rs)

se conforma en parte con las magnitudes de la forma de los modos ¢; (x) en las posiciones candidatas sobre
la longitud de lavigar; € [0,L]i = 1,2,3. La variable k hace referencia a la k-iésima configuracion posible
para estos tres acelerometros a partir de las posiciones candidatas. Por tltimo, r(t) reine las componentes
de ruido de cada uno de los tres acelerometros.

3.1.2 Modelo dinamica controlada + dinamica no controlada

Para poder realizar una evaluacion numérica de la estabilidad y desempefio del controlador en su inter-
accion con la viga flexible se acopla una dindmica no controlada a la dindmica controlada. Esta dinamica
no controlada esta constituida por los tres modos de vibracidon consecutivos en frecuencia a los modos
contemplados en la dindmica controlada. Ambas dinamicas acopladas quedan descritas por el modelo pre-
sentado en la Ecuacion (2), donde los elementos correspondientes a la dinamica controlada ya fueron esta-
blecidos en la seccion 3.1.1. En tanto a la dindmica no controlada, las matrices My, G, v K, quedan
definidas de la siguiente manera:

1.00 0.00 0.00 1.50 0.00 0.00 1.34E04 0.00 0.00
M,. = 10.00 1.00 0.00(,C,. =(0.00 296 0.00(,K.=| 0.00 5.2E04 0.00 (21)
0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 4.90 0.00 0.00 4.2E05
las matrices de interaccion By, Yy Bpep:
0.00 0.97
Bucuw = 10.00|, By =[—0.98 (22)
0.00 0.99

Las matrices de acoplamiento C, y K, son matrices nulas y la matriz de acoplamiento M, queda definida
de la siguiente manera:

0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00

La sefial desplazamiento transversal del extremo libre de la viga queda descrito de la siguiente manera:
71, () = w(L,t) = p(t) + 0.97q,(t) — 0.98q,(t) + 0.97q5(t) — 0.98 q,(t) + 0.99q5(t) (24)

donde las variables q3(t), q4(t) y qs(t) son las componentes modales de desplazamiento transversal rela-
tivo de la viga con respecto al sistema xy correspondientes al tercer, cuarto y quinto modo de vibracion y
y las sefiales de los acelerémetros de la siguiente manera:

S(k' t) = Pc(k)xc(t) + Pnc(k)xnc(t) + I'(t), (24)

0.51 0.39 0.29
M, = (23)

donde

d3(ry)  balry)  ds(ry)
Poc(K) = |d3(ry)  da(r2)  s(ry) (25)
P3(ry)  ba(rz)  Ps(rs)

3.2. Posicionamiento de los acelerometros

Se dispuso de un conjunto de n, = 41 posiciones candidatas para los tres acelerometros, repartidas de
manera uniforme sobre la longitud de la viga. En funcién de estas posiciones candidatas y la cantidad de
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acelerometros disponibles, el conjunto S de configuraciones posibles se constituye por C5(41) = 10660
configuraciones.

En lo que respecta al problema de seleccion de posicion de los tres acelerometros se procedio al disefio
de un filtro modal para estimar las aceleraciones de la dindmica controlada de acuerdo con la metodologia
propuesta en [21]. En base al modelo de la dinamica controlada y las posiciones candidatas se procedi6 a
determinar la matriz de ganancias del filtro () a partir de la Ecuacion (10) y computar su respectivo factor
f.(k), para cada una de las 10660 configuraciones que conforman el conjunto S. En la Fig. 2, se presenta el
histograma de configuraciones por intervalos de factor f. (k).

5000 A

4000 -

3000 A

Frecuencia

2000 A

1000 A

T T T [ T 1 T
0-10 10-10E2 10E2-10E3 10E3-10E4 10E4-10ES5
Intervalos f;

Fig. 2. Frecuencia de configuraciones por factor de calidad sobre el conjunto de configuraciones S.

La metodologia establece un factor de calidad a cada una de las 10660 configuraciones posibles. En la
Fig. 2, puede observarse que aproximadamente el 50% configuraciones tiene un factor de calidad menor a
10 y otro 40% de total de configuraciones con un factor de calidad comprendido entre 10 y 100. E1 10%
restante posee un factor mayor a 100. El menor factor identificado sobre el grupo S fue f. = 2.45 y co-
rresponde a la configuracion de posicion de los tres acelerdmetros presentada como caso I en la Tabla 1.

3.3. Diseiio del controlador

De acuerdo con la Ecuacion (8), que modela la ley de control a partir de las sefiales de salida del filtro
modal y en funcién de la sefial de salida s(t) definida en la Ecuacion (19) que modela las componentes de
aceleracion de la dindmica controlada en este caso de estudio, la unica fuerza de control f, (t), ver Ecuacion
(16), presente en este caso de estudio queda determinada de la siguiente manera:

fu (t) = _stj&c(t)- (26)

Por otro lado, a partir de la dinamica controlada presentada en las Ecuaciones (15), (16), (17), (18), (19)
y (20), se procedi6 a computar la funcion transferencia GZpr (s) alazo abierto y a lazo cerrado a partir de

la realimentacién emergente a partir de la Ecuacion (26). La respuesta en frecuencia de dicha funcion
transferencia a lazo abierta es presentada en la Fig. 3, y como se puede observar la respuesta del extremo
libre respecto a la fuerza de perturbacion es preponderante a una frecuencia de excitacion cercana a 1 Hz.
El pico que se observa a dicha frecuencia no es mas que el pico de resonancia asociado al primer modo de
vibracion transversal de la viga modelado en la dinamica controlada. Atendiendo a esta observacion se
decidié modificar la respuesta de este primer modo de vibraciéon mediante la realimentacion de su propia
componente de aceleracion g (t). Esto implica que la matriz de ganancias de realimentacion K¢, ver Ecua-
cion (26), quede estructurada y parametrizada por un inico parametro de ganancia a de la siguiente manera:

Kg = al0 1 0] (27)
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Fig. 3. Modulo de respuesta en frecuencia Gy, (f)l constituida a partir de la dindmica controlada lazo abierto (azul) y a lazo

cerrado (naranja) por realimentacion de aceleracion modal del primer modo de vibracion propuesta.

En base a la estructuracion propuesta en la Ecuacion (27) a la matriz Ky, el controlador en su interaccion
con la dinamica controlada resulta estable cuando su parametro @ toma valores 0 < o < 120 kg. En la
Fig. 3 se presenta la respuesta en frecuencia Gy, f, (f), correspondiente a la dindmica controlada a lazo

abierto y a lazo cerrado estable con el controlador sintonizado en o« = 30 kg. En dicha figura puede obser-
varse que la magnitud del pico de resonancia presente a los 1.08 Hz se ve atenuado en 10 dB, producto de
la realimentacion establecida por el controlador, la cual se considera satisfactoria. El segundo modo de
vibracidn presenta una leve atenuacion. La introduccion de un filtro modal para estimar X.(t) en la meto-
dologia hace que el desempefio y la estabilidad del controlador - dinamica controlada resulten ambos in-
dependientes de las posiciones que adopten los acelerometros.

En tanto a la respuesta a lazo cerrado obtenida se considera es satisfactoria ya que el principal objetivo
de este caso de estudio es evaluar el impacto de la dindmica no controlada y el impacto de la componente
de ruido de los acelerometros en el desempefio y la estabilidad del controlador en su interaccion con la
estructura flexible en funcion de la configuracion de posicion adoptada para los acelerometros.

3.4. Estabilidad del controlador en su interaccion con la viga

Con el objetivo de estudiar el impacto de la dindmica no contemplada en la estabilidad del controlador
cuando este interacta con la dinamica de estructura flexible, se procedio a determinar la estabilidad de este
controlador en su interaccion con el modelo presentado en la seccion 3.1.2 estableciendo una realimentacion
estructurada de acuerdo con la Ecuacion (27). La estabilidad del controlador se evalu6 para valores de 0 <

a < 120 kgy para cada una de las 10660 configuraciones de posicion disponibles.

En la Fig. 4, se presenta el porcentaje de configuraciones con un f, dentro de un intervalo, para las cuales
el controlador resulta estable en funcion del parametro a. Puede observarse en esta figura que el controlador
resulta estable cuando la ganancia ¢ = 0 y el factor f. = 0. Esta evaluacion pone en evidencia que la
atenuacion del fendmeno observation spillover [15], promueve estabilidad del controlador en su interaccion
con la dinamica de la estructura flexible. En la seccion 2.5 se propuso como mecanismo de atenuacion
seleccionar las posiciones de los acelerémetros de modo tal que la matriz de ganancias {1 del filtro modal
sea lo mas proxima a la matriz nula, es decir que su factor f, = ||Q||r = 0 . Puede observarse en la Fig. 4
fijando el valor « , por ejemplo @ = 10 kg, las configuraciones con una f, = ||Q||r = 0 promueven la
conservacion de la estabilidad del controlador obtenida en la etapa de disefio. Por otro lado, las configura-
ciones con un factor f, — 0 presentan una menor degradacion del intervalo de ganancia a para el cual el
controlador resulta estable. Por ejemplo, al menos 5 (0.1% de 5000) de las configuraciones con un f, < 10,
podrian garantizar estabilidad cuando @ = 80 kg.
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Fig. 4. Porcentaje de configuraciones de posicion cuyo factor de calidad se encuentra en un determinado intervalo y resultan esta-
bles para el valor del parametro de sintonizacion a del controlador.

3.5. Excitacion de la dindmica de la estructura flexible producto de las componentes de ruido pre-
sente en los acelerémetros y su dependencia a las posiciones de dichos acelerometros.

Para evaluar el impacto de las posiciones de los acelerometros en la excitacion de la dindmica producto
de las componentes de ruido presentes en los mismos, se seleccionaron tres configuraciones con factor de
calidad distintos. En la Tabla 1 se presenta las posiciones de los acelerometros medidas respecto al extremo
empotrado correspondientes a cada una de las configuraciones seleccionadas.

Tabla 1. Configuraciones de posicion para los tres acelerdmetros para las cuales el controlador resulta estable cuando su parame-
tro de sintonizacion @ = 30 kg.

Posiciones [m]
Conf. f. S1 S5 S3
I 245 0.00 1.25 2.00
11 92.78 0.05 0.1 2.00
111 254.92 0.00 0.05 1.95

En la Fig. 5, Fig. 6 y Fig. 7 se presentan la respuesta en frecuencia del extremo libre de la viga Z; con
respecto a la componente de ruido de los acelerdmetros. En ellas puede observarse que las configuraciones
con un f, elevado promueven el incremento de la excitacion de la dinamica producto de las componentes
de ruido de los acelerometros. La configuracion Il con un f, = 254 incrementa en promedio aproximada-
mente unos 40 dB las componentes de ruido de los acelerometros s; , s, con respecto la configuracion I
conun f, = 2.44. En tanto, esta Gltima configuracion con f. = 2.44 presenta atenuacion de las compo-
nentes de ruido de los tres acelerometros garantizando una atenuacion minima de -10 dB.
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Fig. 6. Modulo de la respuesta en frecuencia a lazo cerrado del extremo libre de la viga con respecto a la componente de ruido de
acelerémetro s, | Gy s, (D |
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Fig. 7. Mddulo de la respuesta en frecuencia a lazo cerrado del extremo libre de la viga con respecto a la componente de ruido de
acelerometro s, |GZLSZ |
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Fig. 8. Mddulo de la respuesta en frecuencia a lazo cerrado del extremo libre de la viga con respecto a la componente de ruido de
acelerometro s3 |GZLS3 ® |
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4. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta una metodologia de disefio de un control activo de vibraciones mediante realimen-
tacion proporcional de aceleracion. La metodologia hace uso un filtro modal discreto para estimar las com-
ponentes de aceleracion de los modos de vibracion, permitiendo asi desacoplar la sintonizacion del contro-
lador de su dependencia directa con las posiciones de los acelerdmetros. Este desacople promueve una
simplificacion del proceso de disefio y una reduccion de la complejidad computacional.

Basandose unicamente en la informacion del modelo dinamico utilizado en la etapa de disefio, la meto-
dologia califica cada una de las configuraciones posibles de las posiciones de los acelerometros. Esta cali-
ficacion se realiza mediante la minimizacion de factor f sobre la matriz de ganancias del filtro modal (Q).
Dicha calificacion permite identificar el conjunto de configuraciones de posicion que promueven dos obje-
tivos criticos:

1. Mejorar el desempefio del controlador. Al seleccionar configuraciones donde el factor f. es minimo
(es decir, Q(k) se aproxima a cero), se reduce la interaccion de las componentes de ruido inherentes a los
acelerometros con la dindmica de la estructura flexible, atenuando la excitacion no deseada. Las simulacio-
nes numéricas demostraron que las configuraciones con bajo f,. pueden lograr atenuaciones de hasta -10
dB en el impacto del ruido.

2. Preservar la estabilidad del controlador: La atenuacion del fenomeno de observation spillover —la
presencia de componentes de aceleracion de la dindmica no controlada en las sefiales de los sensores— es
esencial para la estabilidad. La minimizacion del factor f. promueve que el término B, K Q(K) Py (k)
tienda a cero, lo cual, como demostr6 Balas [15], garantiza la estabilidad del controlador en su interaccion
con la dinamica real de la estructura flexible. Los resultados de la evaluacion de estabilidad confirmaron
que las configuraciones con un factor f. — 0 presentan una menor degradacion del intervalo de ganancia
para el cual el controlador permanece estable.

En resumen, la metodologia propuesta califica las posibles posiciones de los acelerémetros, permitiendo
identificar aquellas configuraciones que, al minimizar el factor de calidad f., promueven eficazmente la
reduccion del impacto del ruido en el desempeno del control activo y, crucialmente, promueven la estabi-
lidad del controlador en su interaccion con la estructura flexible, incluso en presencia de dindmicas no
modeladas.
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