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Resumen — Los engranajes conicos de evolvente, también conocidos como engranajes beveloides, son engranajes
rectos o helicoidales cuyo radio de cabeza varia linealmente a lo largo del ancho del diente. Sus secciones trans-
versales presentan la geometria de un engranaje recto, aunque el radio de cabeza, el radio de pie y el factor de
desplazamiento son diferentes en cada una. Los engranajes beveloides de ejes paralelos, con igual angulo de cono
en pifion y rueda, pero con conos invertidos, permiten controlar la holgura con pequefios desplazamientos axiales,
por lo que son utilizados en posicionadores de precision y aplicaciones de robdtica. Debido a los diferentes radios
de cabeza y desplazamientos en cada seccion transversal, los puntos de inicio y finalizacion de engrane son dis-
tintos en cada una, lo que se traduce en que cada seccion comienza y finaliza su engrane en un instante —o en una
posicion de engrane— también diferente. Consecuencia de ello es que, a pesar de tratarse de engranajes de dientes
rectos, presentan un grado de recubrimiento axial que influye en las condiciones de contacto, condiciones que
seran a su vez determinantes para la estimacion de las condiciones de carga y resistencia. Por otro lado, aunque
en este tipo de transmisiones el angulo de cono es pequeflo —por lo general, por debajo de 5°—, las variaciones
ocasionadas por la propia geometria en los factores de desplazamiento pueden ser suficientemente grandes para
presentar problemas de penetracion o apuntamiento en los dientes, incluso para anchos de cara pequefios, lo que
también ha de tomarse en consideracion para la determinacion de los intervalos de contacto en cada posicion de
engrane. En este trabajo se presenta un estudio del dominio de contacto y el reparto de carga en engranajes beve-
loides de dientes rectos y ejes paralelos, que toma en consideracion la influencia de la aparicion de penetracion o
apuntamiento en los dientes. Se presentan, asimismo, ecuaciones aproximadas para la determinacion del radio de
apuntamiento y del radio de cabeza para un espesor preestablecido, necesarias para introducir las correcciones
apropiadas en la geometria del engrane.

Palabras clave — Engranajes beveloides, dominio de contacto, rigidez de engrane, reparto de carga.

Abstract — Involute bevel gears, also known as beveloid gears, are spur or helical gears whose outside radius
varies linearly along the face width. Their transverse sections have the geometry of a spur gear, although the
outside radius, root radius and shift coefficient are different in each one. Beveloid gears with parallel axes, with
the same cone angle in pinion and wheel but with inverted cones, allow clearance control with small axial dis-
placements, so they are used in precision positioners and robotic applications. Due to the different outside radii
and shift coefficients in each transverse section, the start and end points of contact are different in each one, which
means that each section starts and ends its meshing at a different moment —or different meshing position—. Con-
sequently, despite being straight-toothed gears, they have an axial contact ratio that influences the contact condi-
tions, which are determinant for the estimation of the load and strength conditions. On the other hand, although
in this type of transmission the cone angle is small —usually, below 5°—, the variations in the shift coefficients
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caused by the beveloid gears geometry can be large enough to present problems of undercut or pointing in the
teeth, even for small face widths, which must also be taken into consideration for the determination of the contact
intervals in each meshing position. This work presents a study of the contact map and load distribution in straight-
toothed beveloid gears with parallel axes, which considers the influence of the appearance of undercut or pointing
in the teeth. Approximate equations are also presented for determining the pointing radius and the outside radius
for a specific tooth thickness, which are necessary to introduce the appropriate corrections in the gear geometry.

Keywords — Beveloid gears, contact map, mesh stiffness, load sharing.

1. INTRODUCCION

Los engranajes conicos de evolvente, también denominados engranajes beveloides, constituyen un tipo
de engranajes versatil y eficiente, empleado en la transmision de movimiento y potencia entre ejes en dis-
tintas configuraciones, ya sea de ejes paralelos, que se cruzan o que se cortan. Su principal caracteristica es
que el radio de cabeza varia linealmente a lo largo del ancho del diente sin variar el médulo, lo que propor-
ciona adaptabilidad geométrica y optimizacion del contacto, para las configuraciones antes citadas. Esta
geometria los convierte en una opcion especialmente adecuada para aplicaciones en las que la precision y
la durabilidad son requisitos fundamentales [1, 2].

Uno de los aspectos determinantes en el disefio de engranajes beveloides es el analisis del dominio de
contacto y el reparto de carga entre dientes a lo largo del engrane, factores directamente vinculados a la
vida util y rendimiento del sistema de transmision. Estudios recientes han profundizado en la modelizacion
matematica de las superficies de los dientes para analizar el comportamiento en contacto y minimizar los
efectos adversos, como el desgaste y la vibracion [3, 4]. Ademas, se ha prestado especial atencion a la
rigidez de engrane, parametro clave que determina la capacidad del engranaje para resistir cargas y mante-
ner la estabilidad durante el funcionamiento [5, 6].

Los fenémenos de penetracion y apuntamiento tienen un significativo impacto en la longitud efectiva de
engrane. Este efecto no solo reduce la capacidad de carga, sino que también altera el perfil del contacto,
incrementando el riesgo de fallos prematuros. Para modelar estos fendémenos y desarrollar soluciones de
disefio que mitiguen sus efectos se han utilizado métodos analiticos y simulaciones numéricas [7, 8].

Por otro lado, avances en las técnicas de fabricacion como el rectificado generativo, han permitido pro-
ducir engranajes beveloides de alta precision y con adaptaciones especificas en su geometria para optimizar
el contacto y el reparto de carga. No obstante, estas técnicas presentan limitaciones econéomicas y técnicas
en ciertas configuraciones, lo que pone de manifiesto la necesidad del empleo de métodos mas eficientes
[9, 10].

En este trabajo se presenta un estudio del dominio de contacto y el reparto de carga en engranajes beve-
loides de dientes rectos y ejes paralelos, que tiene en cuenta la influencia de la aparicién de penetracion o
apuntamiento en las secciones extremas de los dientes. Se presentan, asimismo, ecuaciones aproximadas
para la determinacién del radio de apuntamiento y del radio de cabeza para un espesor preestablecido, que
facilitan el calculo de las correcciones que se han de introducir en la geometria del engrane para asegurar
su correcto funcionamiento.

2. GEOMETRIA DE LOS ENGRANAJES BEVELOIDES DE DIENTES RECTOS

Un engranaje beveloide se talla sobre un tocho de forma troncocénica, con herramienta y movimiento de
generacion idénticos al de un engranaje cilindrico, pero con un movimiento de corte que no es paralelo al
eje del tocho sino a su generatriz, como se muestra en la Fig. 1-izq. El resultado es un engranaje cuyas
secciones transversales forman una sucesion de engranajes rectos o helicoidales, con igual modulo, angulo
de presion y nimero de dientes, pero diferente desplazamiento, radio de cabeza y radio de pie. Como es
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Fig. 1. Pifién beveloide de dientes rectos.

evidente, estas tres magnitudes varian linealmente con la profundidad de la seccion, las tres con igual pen-
diente, igual a su vez a la tangente del angulo de cono del tocho. La Fig. 1-izq. muestra el esquema de un
engranaje beveloide de dientes rectos; en la Fig. 1-dcha. se puede apreciar la diferencia entre un engranaje
cilindrico recto, uno beveloide recto y uno conico recto.

Un caso de particular interés es el de engranajes beveloides con igual angulo de cono en pifién y rueda,
y montaje con ejes paralelos —y, por tanto, con conos invertidos—, como se muestra en la Fig. 2, de manera
que la holgura de paso se puede controlar tanto con la variacion de la distancia entre ejes como con el
desplazamiento axial relativo de ambas ruedas. Por esta razon, los engranajes beveloides se utilizan con
frecuencia en aplicaciones en que sea deseable una holgura nula, como posicionadores de precision y ac-
cionamientos para aplicaciones de robdtica [11].

Es de destacar que la variacion del coeficiente de desplazamiento, el radio de cabeza y el radio de pie a
lo ancho del diente puede ocasionar fendmenos de penetracion y apuntamiento en las secciones extremas
del pifidén, que influyen de forma directa en los grados de recubrimiento efectivo. Ademas, como los radios
de inicio de contacto en cada seccion transversal son diferentes (puesto que dependen de los radios de
cabeza de la rueda contraria, que son diferentes en cada seccion), la posicion relativa de pifion y rueda en
la que se inicia el contacto en cada seccidon es también diferente. Dicho de otra forma, las secciones van
iniciando su contacto de manera progresiva, de manera similar a los engranajes cilindricos helicoidales, lo
que se traduce en algo parecido a un grado de recubrimiento axial, incluso en el caso de engranajes

>
Desplazamiento axial

Fig. 2. Engranaje beveloide de ejes paralelos.
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beveloides de dientes rectos. De hecho, no es inusual el caso de que, debido a este desfase en el inicio del
contacto de las secciones transversales, el giro total del engranaje entre el inicio del contacto en la primera
seccion de un diente y la finalizacion en la ultima sea mayor que el doble del paso angular, es decir, que
presente un grado de recubrimiento efectivo mayor que 2, incluso cuando el grado de recubrimiento de las
secciones sea menor que 2 en todas ellas.

El inicio de contacto de un diente comenzara en la seccidon con menor radio de inicio (mayor radio de
cabeza efectivo en la rueda conducida) y finalizara en la secciéon de mayor radio de finalizacion (mayor
radio de cabeza en la rueda conductora). Sin embargo, la seccion de menor radio de inicio, en que se inicia
el contacto, no siempre sera la seccion extrema, pues si se ha producido penetracion el radio de inicio
aumenta, y el inicio del contacto se retrasa en esa seccion. En consecuencia, el contacto se iniciaria en una
seccion proxima a la extrema, y se iria propagando axialmente en ambos sentidos. Y algo similar podria
ocurrir con la finalizacién del engrane, si en las secciones extremas se hubiera producido apuntamiento; no
obstante, puesto que el radio de apuntamiento aumenta con el desplazamiento, y el desplazamiento es ma-
ximo en la seccion extrema, el contacto siempre finaliza en esta seccidon extrema. En efecto, un desplaza-
miento mayor produce un diente mas ancho, con los perfiles de ambos lados mas separados entre si, de
manera que su interseccion se produce en un punto mas alto, que se traduce en un radio de cabeza efectivo
mayor.

Como se deduce de lo anterior, se trata de una geometria que reviste cierta complejidad y que requiere
de un analisis detallado de los dominios de contacto para poder evaluar la variacion de la rigidez y el reparto
de carga a lo largo del ciclo de engrane. Para un engranaje beveloide de dientes rectos y ejes paralelos, los
radios de cabeza 1, los radios de pie r; y los desplazamientos x de cada seccion transversal vienen dados
por:

z
X1/ =X +—t
1/2 01/02 L gB:

To1/02 = To01/002 T Zt8 B¢ M
Ta1/daz = Tao1/a02 T ZtgBc

donde m es el modulo, S, el angulo de cono, z la coordenada en direccion axial correspondiente a la seccion
transversal considerada, y los subindices 1 y 2 designan el pifidén y la rueda, respectivamente, a los que
corresponden también, en el mismo orden, los signos superior e inferior de los términos de la derecha. El
subindice 0 corresponde a la seccidn transversal de referencia, que por lo general se hace coincidir con la
seccion media del engranaje, de manera que, si b es el ancho de cara, se tiene:
L. @)
2 2
Puesto que el mddulo, el angulo de presion a,, y los numeros de dientes, Z; y Z,, no varian de una seccion
transversal a otra, los radios primitivos 7, y los radios de base 73, son también constantes. Consecuente-
mente, la condicion de engrane es la misma para todas las secciones, y su expresion no depende de la
coordenada z [12, 13]:

Z1+7Z
&G+é= 1—2tg a'y 3)

21

donde a'; es el angulo de presion transversal de operacion y € el parametro del perfil correspondiente al
punto de contacto, que se expresa como [12, 13]:

“4)

siendo 7 el radio del punto de contacto. Se puede comprobar que &; y &, varian linealmente con la distancia
a lo largo de la linea de presion, de manera que se puede definir una coordenada ¢ sobre la linea de presion,
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que se hace igual al valor de &; cuando el contacto se produce en ese punto de la linea de presion. De
acuerdo con ello, el grado de recubrimiento €, de cada seccion viene dado por:

£a(2) = $out (2) — Einn(2) )

En esta ecuacion, &,,:(z) y énn(2) corresponden con los puntos de contacto superior e inferior de la
seccion caracterizada por z. &, (z) puede calcularse con la ec. (4) particularizada para 1cq; = 1. $inn(2)
seria el punto del pifion que engrana con la cabeza de la rueda, y por tanto corresponde al valor de &; que
se obtendria de hacer &, = &,, en la ec. (3), donde &,, se calcula de nuevo con la ec. (4) particularizada
parargc, = 1,,. Sin embargo, eso sera cierto inicamente en las secciones en las que no se presente penetra-
cion ni apuntamiento. Si se presenta apuntamiento, &,,,.(z) no corresponde con el valor de 7, dado por la
ec. (1) sino con el radio de apuntamiento 7, en el que se cortan los perfiles de evolvente de ambos lados.
Para su determinacion se ha desarrollado una férmula aproximada que se presenta en el Anexo 1. De acuerdo
con ello, se puede afirmar con generalidad que el valor de &,,,:(2z) se puede calcular mediante la ecuacion:

$out(2) = min(go (2), fc*,(Z)) (6)

Analogamente, en las secciones en las que hay penetracion el parametro del punto E de interseccion entre
evolvente y trocoide se puede aproximar mediante la expresion [14]:

—(21)0523191[ (5) ]
g = 57) O arccos " a;
§ =1y —m(hg —x — 75 +1rsenay)

(7

en la que a; es el angulo de presion transversal (que en el caso de un engranaje recto es igual al normal,
an), hqp €l factor de altura de cabeza de la herramienta y 75 el factor de radio de acuerdo en la cabeza de la
herramienta. En el caso de que el punto del perfil de la rueda que engrana con E; esté situado por debajo
del punto de cabeza se produce lo que se conoce como engrane en vacio, porque el engrane efectivo termina
en este punto, y los puntos exteriores del perfil de la rueda no encuentran perfil en el pifién con el que
engranar. Asi pues, el punto inferior de engrane sera:

finn(z) = maX(fEl (2), fi*nn(z)) (8)

siendo &;,,,, el parametro correspondiente al tedrico punto de contacto del pifion con el punto de cabeza de
la rueda &,, (que no existe en el perfil, pero que existiria de no haber penetracion), que se puede calcular
con la ec. (3).

La penetracion reduce la resistencia del diente frente al fallo por tension en la base, e incluso reduce el
grado de recubrimiento si se produce engrane en vacio; sin embargo, no impide un correcto funcionamiento
de la transmision, aunque sea con una menor capacidad de carga. Por el contrario, un diente apuntado no
es capaz de soportar apenas carga sin la aparicion de mellas, por lo que no es admisible en la practica. La
norma AGMA, por ejemplo, recomienda, para engranajes de potencia, un espesor minimo en la cabeza de
0,3 veces el modulo [15]. En el caso de engranajes beveloides, la manera mas eficaz de evitar el apunta-
miento de los dientes en las secciones del pifidn mas cercanas a la base mayor del tronco de cono consiste
en aplicar un rebaje en esa zona, también de forma troncoconica, con un angulo de cono [, menor que el
inicial 8., de manera que el radio de cabeza de esas secciones del pifidn se reduce, asegurando un determi-
nado espesor en la cabeza del diente en la seccidon extrema, que es siempre la de menor espesor, de manera
que se tiene:

b
Tor =To01 +2t8L, para —-<z<0
2
) 9)

2

El angulo de cono de la zona rebajada viene dado por el radio de cabeza en la seccion extrema requerido
para asegurar un espesor minimo, y el radio de la seccion en la que entronca con el tocho inicial. Para el
célculo del radio de cabeza que asegura un valor especifico del ancho del diente en la punta, se ha

Tor =Too1 +2t8L para 0=z <



8 G. Sciarra et al. / Revista Iberoamericana de Ingenieria Mecanica 29(1), 03-16 (2025)

desarrollado otra formula aproximada que se presenta en el Anexo II. Para la unién de los dos troncos de
cono, en este trabajo se tomara la seccion media del engranaje, z = 0, a la cual esta referida la ec. (9).

3. DOMINIO DE CONTACTO

El dominio de contacto es la representacion grafica de los puntos de contacto existentes en cada posicion
del ciclo de engrane. En la Fig. 3-izq. se han representado, para el engranaje descrito en la Tabla 1, los
valores de &;,,,, ¥ €qe €n funcion de la coordenada axial z. En cada posicion de engrane, todas las secciones
de un diente contactan en puntos situados a igual distancia del eje de giro (es decir, con un mismo valor de
&), en consecuencia, la linea de contacto instantanea se representa mediante una recta horizontal, y el do-
minio de contacto esta constituido por todos los puntos situados entre las mencionadas curvas de &, v
Eout- Se puede apreciar la presencia de engrane en vacio en las secciones proximas a la base menor del
tronco de cono del pifién, desde z = —15,0 mm hasta z = —14,2 mm (seccion designada por A4 en la fi-
gura). Se aprecia también la reduccion del grado de recubrimiento efectivo en las secciones de ese intervalo,
y como esta reduccion es tanto mayor cuanto menor (mas negativo) es el valor de z, lo que no sorprende
porque cuanto menor es el desplazamiento x, mayor es el grado de penetracion. Mas llamativo, en cambio,
es que esta reduccion del grado de recubrimiento debido al engrane en vacio es tan acusada que da lugar a
que la pendiente de la curva de &;,,,, en ese intervalo sea negativa. Eso quiere decir que el inicio del engrane
del diente, que se produce en el punto de menor &;,,,,, no ocurre en la seccion extrema del diente, como
cabria esperar, sino en la seccion A, en la que deja de existir engrane en vacio.

También se puede apreciar, en la curva de ,,;, 1a aparicion de apuntamiento, a partir de la seccion B. Se
produce una reduccion del grado de recubrimiento en esas secciones, si bien en este caso no es tan

4
Diente 2

Ciclo de engrane

-20 20 -20 20

Fig. 3. Dominio de contacto de engranaje beveloide de dientes rectos.

Tabla 1. Geometria del engranaje beveloide.

Simbolo Unidades Pifién/rueda

Moédulo m mm 1
Angulo de presién an ° 20
Altura de cabeza herramienta  mhy, mm 1,25
Radio de acuerdo herramienta ~ mry mm 0,25
Numero de dientes AYIA 18/120
Factor de desplazamiento xX1/%5 0,55/-0,55
Radio de cabeza ® To1/To2 mm 10,55/ 60,45
Ancho de cara b mm 30,00
Distancia entre ejes C mm 69,00
Angulo de cono B ° 2,5

() Referido a la seccidn transversal de referencia.
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pronunciada, y el valor de £,,; no deja de crecer con z. El inicio del contacto de una pareja de dientes se
producira en el punto correspondiente al minimo de la curva de &;,,,,, es decir, en &;,,(24), y finalizara en
el punto correspondiente al maximo de la curva de &,,;, es decir, en &,,,;(Zmax), cOmo se ha representado
en la Fig. 3-dcha. En un instante dado, una pareja de dientes puede estar contactando en cualquier punto
cuyo ¢ esté contenido en el intervalo &;,,(24) < & < &,ut(Zmax)- En ese instante, las parejas anteriores
(las que engranaron antes que ésta) estaran en las posiciones correspondientes a (€ + 1), (¢ + 2), etc., y
las parejas siguientes en (& — 1), (§ — 2), etc., como se puede deducir de la ec. (4). De ellas estaran en
contacto inicamente las que su (€ + j) esté incluido en el intervalo &;,,,,(z4) < (¢ +J) < &out Zmax)- El
grado de recubrimiento efectivo del engranaje beveloide sera:

Ea—eff = $out Zmax) — §inn(24) (10)

que en este caso toma el valor de 2,423. Que este valor sea mayor que 2 significa que, en parte del ciclo de
engrane, hay tres dientes en contacto simultaneo. Sin embargo, ninguna de las secciones transversales tiene
un grado de recubrimiento mayor que 2. Esto lo que indica es que, en los intervalos de tres dientes en
contacto, nunca hay mas de dos contactando en la misma seccion transversal. En la Fig. 3-dcha. se han
representado las lineas de contacto de los tres dientes en contacto simultaneo en una de las posiciones de
contacto triple, concretamente cuando el ultimo de ellos esta en la posicion de contacto correspondiente a
& = 0,25. Como se ha mencionado, en ese momento las dos parejas anteriores estan contactando en los
puntos § = 1,25y & = 2,25. En la figura se aprecia que la linea de contacto de la primera pareja de dientes
abarca las secciones contenidas en el intervalo —15 < z < —9, la de la segunda pareja abarca el ancho de
cara entero —15 < z < 15, y la tercera el intervalo 4 < z < 15. En efecto, en ninguna seccion hay tres
parejas de dientes en contacto simultaneo.

Como se ha indicado mas arriba y se aprecia en el quiebro que hace la curva de £,,,; en el punto B, en las
secciones proximas a la base mayor del pifién aparece apuntamiento en la cabeza de los dientes, lo que no
es admisible y exige la aplicacion de un rebaje troncoconico que se extendera a todas las secciones de z
positivo. De acuerdo con la ecuacion aproximada presentada en el Anexo I, el radio de apuntamiento de la
seccion extrema es:

To1(Zmax) = 11,170 mm (11)

Partiendo de ese valor, si se impone que el espesor del diente en la cabeza no sea inferior a 0,3 veces el
modulo, la expresion desarrollada en el Anexo II proporciona un valor maximo del radio de cabeza en la
seccion extrema de:

701 (Zmax) < 10,991 mm (12)

Puesto que, segun se desprende de la Tabla 1, el radio de cabeza en la seccion de referencia es de 10,55
mm, el angulo de cono del rebaje debera verificar:
10,991 — 10,55

Por < arctg 1= =1,68° (13)

25

/W

finn

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Fig. 4. Dominio de contacto de engranaje beveloide con rebaje.
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por lo que se tomara . = 1,5°.

La Fig. 4 muestra el dominio de contacto de un engranaje idéntico al anterior, al que se le ha practicado
el rebaje. Se aprecia que la curva de &;;,,, es idéntica a la anterior, lo que es asi por razones bastante eviden-
tes. La curva de &,,; es igual a la anterior para z < 0; y difiere en la zona rebajada, z > 0, también por
razones evidentes. El valor de (Eout(z))max se reduce, con lo que el grado de recubrimiento efectivo es,

en este caso, 2,300, algo inferior al anterior.

4. RIGIDEZ DE ENGRANE

Partiendo del principio de minima energia potencial de deformacion, se obtuvo que la rigidez de una
pareja de dientes rectos se puede aproximar mediante la ecuacion [12, 13, 16, 17]:

KM(g) = KA}maxb COS(bO(f - gm)) (14)

donde Kppmax ©s la rigidez maxima por unidad de ancho de cara, y by y &, parametros que dependen del
grado de recubrimiento €5 de un engranaje recto con idéntica geometria, pero altura de cabeza de los
dientes igual al modulo y distancia entre centros nominal con desplazamiento. El procedimiento de calculo
de esos parametros se puede encontrar en [12, 13, 16, 17].

En el caso de un engranaje beveloide, la ec. (14) es aplicable a cada seccion transversal, sustituyendo el
ancho de cara b por dz. Lo que ocurre es que, como cada seccion transversal tiene una geometria diferente,
los valores de Kpyymax> Do ¥ €m son también diferentes, y por tanto son funciones de z:

dKy (§,2) = Kjimax (2) cos (bo(2) (€ = ém(2)) ) dz (15)

Como se indico mas arriba, en una posicion de engrane determinada, todas las secciones transversales
del diente contactan en puntos con igual valor de &, por lo que cada posicion de contacto se puede caracte-
rizar por ese valor de £. De acuerdo con ello, la rigidez de la pareja de dientes, en la posicion de contacto
caracterizada & sera la integral de la expresion de la ec. (15) extendida al intervalo de z de las secciones en
contacto en ese momento (en esa posicion). La rigidez de engrane sera el sumatorio de las rigideces de
todas las parejas de dientes en contacto simultaneo en esa misma posicion.

Si se calculan, mediante el procedimiento descrito en [16, 17], los valores de Ky ;0. (2), €5°(2) (a partir
del cual se calcula by(z) [16, 17], como se presenta mas abajo) y &,,(z) para todas las secciones transver-
sales, esto es, para todos los valores del intervalo —b/2 < z < b/2, y se representan en unos ejes coorde-
nados, se obtienen los diagramas de la Fig. 5.

Paradmetros para el calculo de la curva de rigidez de la pareja de dientes en cada seccion transversal.
Con estas curvas y los dominios de contacto de la Fig. 4 es posible obtener la rigidez de la pareja de dientes
integrando la ec. (15) para cada valor de £, entre los limites z,,;, ¥ Zmax de cada €. No obstante, facilita
mucho la labor obtener expresiones cerradas de estos parametros, que puedan utilizarse para calcular las
integrales. Y, afortunadamente, no resulta complicado. En la Fig. 5-izq. se puede apreciar que la rigidez
unitaria Kpyne, S€ aproxima muy fielmente mediante una parabola de tercer grado, que aparece

37 :
Kyrmax (&N/mm?)

27

25
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -20

20

Fig. 5. Parametros para el calculo de la curva de rigidez de la pareja de dientes en cada seccion transversal.



G. Sciarra et al. / Revista Iberoamericana de Ingenieria Mecanica 29(1), 03-16 (2025) 11

representada en gris con linea de trazos, sobre la linea negra continua, obtenida mediante el procedimiento
descrito en [16, 17]. En efecto, ambas curvas son casi idénticas, y el coeficiente de determinacion R? obte-
nido es practicamente igual a 1. También las curvas de &,,, y €, se pueden aproximar con mucha precision,
la primera mediante una recta y la segunda mediante una parabola de segundo grado, como se aprecia en la
Fig. 5-dcha. También en este caso los coeficientes R? obtenidos son practicamente iguales a la unidad.
Cabe destacar que, como se discutio en [17], con los valores obtenidos para €;°, el coeficiente b, se calcula
de forma inmediata con la ecuacion:

sk 2 -2
by(z) = %(S"‘T(Z)+ 1.11) -1.17 (16)

También las curvas de &;,,,,(2) v &,,:(2) se pueden aproximar a dos tramos rectos cada una de ellas,
como se ha representado en la Fig. 4. Ello permite obtener con gran facilidad las funciones inversas z(&;,,,)
y z(&,,t), que seran necesarias para la integracion de la rigidez a lo largo de la linea de contacto. Se desig-
nara por z;,,(§) al tramo izquierdo de z(¢;,,), es decir al que corresponde a las secciones transversales
con engrane en vacio, y por z;,,,(§) al tramo derecho de la misma curva. En la curva de z,,:(§) no es
necesaria esta distincion por tramos porque la relacion z,,,; (§) es univoca, es decir, solo se puede encontrar
un valor de z,,,; para cada valor de ¢.

Como se discutido mas arriba, la linea de contacto en un diente viene representada en el diagrama del
dominio de contacto de la Fig. 4 mediante una recta horizontal, de ordenada £. Esa linea de contacto esta
limitada por dos valores, Z;,in(€) Y Zmax (), definidos por la interseccion de la recta horizontal con los
limites del dominio de contacto. A la vista de la Fig. 4, se puede afirmar que:

Zmin(§) = max(zi;m (&), Zmins Zout (f))
Zmax (f) = min(zi-'r-m (f)' Zmax)

donde z,;,;, V Z son -15 mm y 15 mm, respectivamente, para el caso considerado. En consecuencia, se
min max

puede afirmar que la rigidez de una pareja de dientes en la posicion de contacto definida por & se puede

expresar como:

(17)

Zmax(§) Zmax(§)
K@= D= [ Kimar@ c0s (b @(E ~ §n()) d2 (18)
Zmin(§) Zmin(§)

La Fig. 6-izq. muestra la curva de rigidez de la pareja de dientes obtenida a partir de la ec. (18) para el
engranaje beveloide considerado. Se observa una variacion continua de la rigidez, sin saltos, mucho mas
parecida a la de un engranaje helicoidal que a la de uno de dientes rectos. Es debido a la variacion progresiva
de la longitud de la linea de contacto. En la Fig. 6-dcha. se representa la curva de rigidez de un engranaje

helicoidal con igual grado de recubrimiento que, como se aprecia, es bastante similar.

1000 500
o0p | K (N/mm) aso Ky (kKN/mm)
800 400
700 350
600 300
500 250
400 200
300 150
200 100
100 ¢ 50 &
0 0
0 05 1 15 2 25 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Fig. 6. Rigidez obtenida de la pareja de dientes de engranaje beveloide (izquierda) y de engranaje helicoidal (derecha).
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Fig. 7. Coeficiente de reparto de carga obtenido de engranaje beveloide.

5. REPARTO DE CARGA

Como es bien sabido, el reparto de carga entre dientes en contacto simultaneo viene dado por la expresion:

Ky (§)
2 Kmj(§)

donde R(&) es el coeficiente de reparto de carga y el sumatorio estd extendido a todas las parejas de dientes
en contacto simultaneo en la posicion de engrane definida por £. A partir de los datos obtenidos de la ec.
(18) y representados en la Fig. 6, con la ec. (19) se obtiene una curva del coeficiente de reparto de carga
como la de la Fig. 7.

Que la curva de R(&) se anule en los extremos del intervalo de contacto y alcance un maximo en la zona
central no debe resultar extrafio. Algo parecido, aunque con una forma diferente, ocurre con los engranajes
cilindrico-helicoidales que, como se ha indicado, presentan unas condiciones de contacto similares en mu-
chos aspectos. En cambio, puede llamar la atencion la brusquedad en el cambio de tendencia, creciente a
decreciente, que se produce en torno al maximo.

El valor maximo de R(§) se alcanza para un valor de € igual a &,,,,, — 1, es decir, justo en el instante en
que la pareja de dientes anterior finaliza su engrane. En el caso que se estd considerando, &,,,,, = 2,352y,
por tanto &ppmax = 1,352. En el dominio de contacto de la Fig. 4 se aprecia que, para ese entorno de valores
de £, la linea de contacto abarca el ancho de cara completo del engranaje. Por esa razon, la rigidez varia
poco en ese entorno, como efectivamente se aprecia en la Fig. 6. A la izquierda del maximo &g,y 44, €S decir,
antes de alcanzarlo, ademas de la pareja de dientes considerada, estan en contacto simultaneo la anterior y
la siguiente. La pareja anterior, esta en contacto en el punto de ¢ ligeramente menor que 0,352, para el cual
la linea de contacto estd limitada por Z,;, y z;h,(£), por lo que su longitud aumenta con &, y la rigidez,
consecuentemente, también. La pareja siguiente estd en contacto en puntos de ¢ ligeramente menor que
2,352, es decir, poco antes de finalizar el engrane, y en ese entorno las lineas de contacto estan limitadas
por Zy,: (&) ¥ Zymax- En este caso, la longitud de dichas lineas disminuye con ¢, al igual que la rigidez. Sin
embargo, en la Fig. 4 se aprecia que la pendiente de la recta &;,,,,(2) es mayor que la de &,,:(2), lo que
significa que la longitud de contacto, y por tanto la rigidez, de la pareja de dientes anterior disminuye mas
rapidamente que aumenta la de la pareja de dientes siguiente. Eso significa que el denominador de la ex-
presion de R () de la ec. (19) decrece con &, con lo que R(&) crece en ese intervalo.

A la derecha de &gpnay, €5 decir, una vez superado, se tienen solo dos parejas de dientes en contacto: la
considerada y la siguiente; la anterior ya lo ha finalizado. Sus respectivas lineas de contacto mantienen las
mismas tendencias, por lo que la rigidez de la pareja considerada se mantiene mas o menos constante, y la
de la siguiente crece; la suma de ambas crece, con lo que R(§), de acuerdo con la ec. (19), decrece. No es

R() = (19)



G. Sciarra et al. / Revista Iberoamericana de Ingenieria Mecanica 29(1), 03-16 (2025) 13

extraflo, por tanto, que el coeficiente de reparto de carga maximo se presente exactamente en el punto en
que la pareja de dientes anterior finaliza su engrane, es decir:

$rmax = $max — 1 (20)

como asi, en efecto, se ha obtenido.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado un riguroso estudio de la geometria de los engranajes conicos de evol-
vente, de dientes rectos y ejes paralelos. Se ha obtenido el dominio de contacto, es decir, la longitud y
posicion de las lineas de contacto en cada posicion de engrane, teniendo en cuenta la aparicion de penetra-
cion y apuntamiento en las secciones extremas de los dientes del pifion. Para facilitar este analisis, se han
desarrollado ecuaciones aproximadas para el radio de apuntamiento y para el radio de cabeza que asegura
un valor preestablecido del espesor del diente en la punta. Con todo ello, se ha presentado un procedimiento
para la determinacion del angulo de cono maximo del rebaje de los dientes para evitar el apuntamiento.

A partir de esa geometria, se aplico el principio de minima energia potencial de deformacion para el
calculo de la rigidez de cada seccion transversal de la pareja de dientes, para a continuacion calcular, por
integracion a lo largo de la linea de contacto, la rigidez total de la pareja. El resultado guarda cierto parecido
con la curva de rigidez de una pareja de dientes cilindrico-helicoidales, lo que se explica por el hecho de
que, en ambos casos, el contacto entre dientes se inicia de manera progresiva en las distintas secciones
transversales.

Por tultimo, y a partir de la curva de rigidez de la pareja de dientes obtenida, se ha representado la curva
del coeficiente de reparto de carga a lo largo del camino de contacto. Esta curva presenta un maximo, que
se ha demostrado que se encuentra siempre en la posicion de contacto correspondiente al instante en que
finaliza el engrane de la pareja de dientes anterior.

Esta curva de reparto de carga constituira el fundamento de posteriores estudios de calculo resistente, a
presion superficial y a rotura en la base, necesarios para el disefio de este tipo de transmisiones.
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ANEXO I: ECUACION APROXIMADA PARA EL RADIO DE APUNTAMIENTO

El espesor angular en la cabeza del diente es:

T  4x
Yo =E+7tgan+2(tgat—at)—2(90—arctg@o) (L)
donde:
r 2
6, = <_0) _q (12)
Tp

De acuerdo con ello, para el diente apuntado:
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T 4x
0= +—tga, +2(tga, — &) — 2(0; — arctg6;) (1.3)

y, restando ambas ecuaciones:
(6 — arctgby) — (6, — arctgf,) = )/2_0 (1.4)

Desarrollando en serie de Taylor de la funcion (6, — arctg 8;) en torno a 6, y aproximando a los tres
primeros términos del desarrollo, se tiene:

1
f(6) = f(6,) + f'(6,)(6; —6,) + Ef”(Go)(QS —6,)?
\ Yo 65 . 1 26, . (L5)
f(65) — f(6,) = 5= ng(go —6,) +Em(90 —0,)?

ecuacion de segundo grado en (6, — 6,), cuyas soluciones son:

1
(6;—6,) =5(1+68)|~6, % eg+2g—" (L6)

o

Si el valor de y,, de partida es mayor que cero (lo que significa que el diente de partida no estd apuntado),
el pardmetro 6, del radio de apuntamiento tiene que ser mayor que 6,, y por tanto (8; — 6,) > 0, lo que
obliga a tomar el signo positivo de la raiz, con lo que se obtiene:

1+62
o; =0, + 200 g2 oY o L7)
2 0,

y, a partir de ello, el radio de apuntamiento, de acuerdo con la ec. (1.2), se calcula como:
TS=7 /1 + 632 (1.8)

ANEXO II: ECUACION APROXIMADA PARA EL RADIO DE CABEZA CON ESPESOR
PREDEFINIDO

Para imponer una condicién de espesor en la cabeza del diente (algunas normas [15] marcan un valor
minimo de 0,3m) se desarrollara la funcion espesor e(6,) en torno al punto de apuntamiento 6, —calculado
en el Anexo -, se aproximara a los tres primeros términos y se resolvera la ecuacion de segundo grado
resultante.

El espesor en la cabeza se puede expresar como:

e(8,) =17, =1 |1+ 02(yp — 2(6, — arctgb,)) (I11.1)

donde y;, es el espesor angular entre los perfiles de evolvente en la circunferencia de base:

T 4x
Yo =5+ tga, +2(tga, — a) (I1.2)
Z Z
Desarrollando la funcion e(8,) en seri de Taylor en torno a 6, y aproximando a los tres primeros térmi-

nos, se obtiene:



G. Sciarra et al. / Revista Iberoamericana de Ingenieria Mecanica 29(1), 03-16 (2025) 15

052 L1 05 .
6(60) = —2Tb W(QO — 90) — E4Tb ﬁ(go - 60)2 (H3)

que, resuelta:

J1+05%e(,)

*
0o p

1
0, = > 05+ (652 —2 (I11.4)

En particular, para respetar el valor minimo del espesor del diente en la punta establecido por las normas,
el punto de cabeza tiene que cumplir la condicion:

1+ 6.20,3m
96 Ty

0;+ |62 -2 (IL.5)

N| =

0, <

y con ello, el radio de apuntamiento debera ser:

(1]
(2]
(3]
(4]
(3]
(6]
(7]
(8]

9]

T <7y /1 +62 (IL6)
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