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Resumen — Las transmisiones de tipo Harmonic Drive son ampliamente usadas en aplicaciones industriales, ta-
les como: robética, industria aeroespacial, equipos médicos o grandes imprentas, debido a la precision en su po-
sicionamiento, capacidad de transmision de par, poco peso y volumen, holguras despreciables, versatilidad y al-
ta eficiencia. Sin embargo, estos sistemas presentan un tipo de error caracteristico denominado error cinematico,
parametro poco estudiado, que genera resonancias en el sistema y depende basicamente de la friccion, la flexibi-
lidad y los desajustes de montaje de los distintos elementos que configuran el sistema mecanico. Para integrar
con precision un Harmonic Drive en un sistema robdtico, es necesario conocer la variacion del error cinematico
durante la rotacion; en este articulo se plantea un modelo matematico del funcionamiento dindmico del Harmo-
nic Drive, basado en las ecuaciones de Lagrange, y una representacion del mismo mediante ecuaciones de esta-
do de un sistema lineal en S I M U LI N K®, que nos permite caracterizar el error cinematico de manera razo-
nable e integrarlo en un sistema electromecanico.
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1. INTRODUCCION

El mecanismo Harmonic Drive (HD) es un sistema de transmision de potencia capaz de desarrollar ele-
vadas relaciones de transmision, aportando al conjunto una elevada exactitud en su posicionamiento, con
una relacion peso/volumen baja. Fue creado en el afio 1955 por Musser [1], y es actualmente aceptado por
la gran mayoria de cientificos e ingenieros.

El Harmonic Drive esta compuesto por 3 elementos distintos y con funciones bien definidas, como lo
son el Wave Generator (WG), el FlexSpline (FS) y el Circular Spline (CS), elementos presentados en la
Fig. 1(a). Para conocer el comportamiento de todo el dispositivo, es necesario conocer el comportamiento
individual de cada elemento que lo compone.

Se dice que el HD tiene tres posibles configuraciones de funcionamiento, debido a que cualquiera de los
tres componentes antes mencionados puede servir de entrada o salida de movimiento de rotacion, lo cual
determinara la configuracion del dispositivo. La configuracion basica, consiste en la fijacion del Circular
Spline, que permite una rotacion de alta velocidad en el Wave Generador y una baja velocidad en el
FlexSpline.

De manera similar, con el FS fijo, el par en el WG puede incrementarse y transmitirse a través del Cir-
cular Spline. Si tanto el Circular Spline como el FlexSpline son utilizados como entradas, el Wave Gene-
rador puede ser manejado a altas velocidades y bajo par. En general, usando diferentes combinaciones de
rotacion de los tres componentes del HD, se pueden lograr numerosas relaciones de transmision y par.

Los estudios de la caracterizacion del comportamiento de un HD son escasos y se han canalizado en dos
lineas principales de investigacion: la primera relacionada con la optimizacion de los materiales utilizados
en los componentes del HD, en especial del FlexSpline, y la segunda, en la caracterizacion del comporta-
miento dinamico del HD y sus aplicaciones de control de sistemas.
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En el afo 1997, Hoon [9], realizé una mejora en las propiedades dinamicas de un FlexSpline, y conclu-
y6 que un FlexSpline hibrido, compuesto por acero y fibra de vidrio epoxica era el mas apropiado para su
uso en HD. Dos aflos mas tarde, en 1999, Han et al. [8] llevaron a cabo un estudio de la vibracion de un
HD, al comparar el comportamiento de dos FS hibridos, el primero compuesto de acero y fibra de carbo-
no epoxica y el segundo de acero con fibra de vidrio epdxica, concluyendo que el modelo de fibra de
carbono presenta mejores caracteristicas ante la vibracion, como la capacidad de amortiguamiento.

Haciendo una revision de los trabajos mas representativos, en el afio 1992, Tuttle et al. [11] presentaron
un amplio modelo experimental de las propiedades mas influyentes del HD, como son: la rigidez, la fric-
cion y el error cinematico; en el cual concluyen, entre otras cosas, que el error cinematico presenta una
frecuencia predominante del doble de la frecuencia de giro del motor. En el afio 2001, Ghorbel et al. [5],
desarrollaron un modelo matematico para caracterizar el comportamiento dinamico del HD, y hallaron el
error cinematico asociado, al separarlo en una componente de fricciéon y una componente flexible. Un afio
mas tarde, en el 2002, Gandhi et al. [6], desarrollaron un sistema de control de lazo cerrado para contra-
rrestar los efectos del error cinematico en un sistema de transmision de HD, sistema que los mismos auto-
res mejoraron en el afno 2005 [10]. También se consideran relevantes los estudios llevados a cabo por
Kennedy et al. [12], en los cuales se efectia un analisis y modelado del sistema de brazo robético Mitsu-
bishi PA-10, con reductores de tipo HD.

El presente articulo se divide en tres partes, la primera consiste en una breve introduccion de las trans-
misiones HD y de los estudios previos en su entorno; en la segunda parte, se resefian los fundamentos
basicos del HD, sus componentes y sistema de funcionamiento. Por Gltimo, se expone un analisis de las
ecuaciones que describen el error cinematico del HD y que finalmente modelan al sistema mediante el
modelo en el espacio de estados.

2. FUNDAMENTOS DE OPERACION DEL HARMONIC DRIVE

Cuando se insertan en el FlexSpline y el Wave Generador en el Circular Spline (véase Fig. 1(b)), los
dientes externos del FlexSpline engranan con los dientes internos del Circular Spline a lo largo del eje
mayor de la elipse del Wave Generator.

Los tres componentes de la transmisién pueden rotar a velocidades diferentes, atin estando en el mismo
eje de rotacion. El mecanismo de rotacion del Harmonic Drive (véase Fig. 2) comienza su recorrido en el
momento que el Wave Generator tiene la zona de engrane en su eje mayor, y cuando esta zona se despla-
za 180° alrededor de la circunferencia del Circular Spline, entonces el FlexSpline, que posee dos dientes
menos que el Circular Spline, tendra un retraso de un diente relativo al Circular Spline. Por este engrane
gradual y continuo de los dientes del engranaje, cada rotacion del Wave Generator mueve al FlexSpline
dos dientes hacia atras sobre el Circular Spline. Las relaciones de transmision tipicas del Harmonic Drive
estan en el rango de 50:1 a 200:1, aunque pueden obtenerse relaciones de transmision de hasta 320:1 en
una transmision simple [2]. Las eficiencias del mecanismo normalmente rondan el 85%, aunque pueden
alcanzar un 90%; las transmisiones mas pequeflas pueden proporcionar un par minimo de salida de alre-
dedor de 1.3N.m, a altas revoluciones (3000 rpm) y con relaciones de transmisiéon minimas (50:1); por el
contrario, los Harmonic Drives de alta potencia pueden presumir de hasta 10.000 N.m de capacidad de
par.

2.1. El Harmonic Drive Ideal

En catalogos comerciales, a cada Harmonic Drive se le asigna una relacion de transmision N, que des-
cribe su posicion, velocidad y comportamiento de par.

En particular, conociendo el valor de N y la posicion de dos de los tres componentes del HD, puede sa-
berse la rotacion ideal del tercer componente, mediante la ecuacion (1):

Ows = (N +1)0cg — NOg (1)

Oyc = Rotacion angular del Wave Generator
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Wave Generator Flexspline Circular Spline

(a)

Fig. 1. (a) Despiece del HD (b) Ensamblaje de HD tipico [3].

Posicion inicial 0@ Giro de 902 del WG | Giro de 360¢ del WG

Fig. 2. Mecanismo de operacion de un Harmonic Drive.

0.5 = Rotacion angular del Circular Spline
Ors = Rotacion angular del FlexSpline
De manera similar, dado que N es una constante bajo suposiciones ideales, la derivada de esta
relacion produce una restriccion de velocidad dada por la ecuacion (2):
oye = (N +1) ocs — Noogg 2

De las ecuaciones (1) y (2) se aprecia que, si ®,=0, el Wave Generator rotara N veces mas rapido que
el FlexSpline en la direccion opuesta. En una configuracion diferente, un FlexSpline fijo produce que el
Wave Generator rote (N+1) veces mas rapido que el Circular Spline en la misma direccion. Aplicando la
ley de conservacion de la energia a los 3 componentes del HD, el par ideal se define como:

1 1
e :m'fcs z_[_j'TFs 3)
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Fig. 3. Error cinematico tipico del Harmonic Drive.

De esta identidad, se puede comprobar que, el par en cada puerto del HD conduce al par ideal en los
otros dos. También se observa que el par en el FlexSpline es semejante al par en el Circular Spline, que es
aproximadamente N veces mas grande que el par en el Wave Generator. Con las ecuaciones (1), (2) y (3),
el comportamiento dinamico de un HD bajo suposiciones ideales, estd completamente definido.

3. EL ERROR CINEMATICO EN EL HARMONIC DRIVE

En aplicaciones que requieren de alta precision en la posicion, el error cinematico del HD expone los
puntos débiles de un modelo de transmision ideal. Este error de posicion (A@), se calcula restando la
rotacion a la salida del HD de la rotacidon de entrada dividida por la relacion de transmision ideal. En la
configuracion estudiada, la rotacion de entrada del motor es la que imprime el Wave Generator al meca-
nismo, y la rotacion de salida es la proporcionada por el FlexSpline.

20= g @
donde:
AO Error cinematico
6, =08 Rotacion de entrada del motor
N Relacién de transmision
0, = O Rotacion de salida de la carga

Este nuevo parametro (A& ), esta definido principalmente por los errores de montaje, la flexibilidad de
los componentes y la friccion; y es necesario considerarlo a la hora de conocer la posicion exacta de cada
uno de los componentes del mecanismo, lo cual genera que el sistema real tenga dos grados de libertad.

Los fabricantes aseguran que la magnitud del error cinematico varia periddicamente al doble de la fre-
cuencia de la velocidad de giro del WG y que puede reducirse con el tipo de operacion del mecanismo; la
amplitud de este error periddico modula dos veces por cada revolucion del FS o CS como se ilustra en la
Fig. 3. Los fabricantes Harmonic Drive Technologies Nabtesco inc. [3] y HDsystems [4], aseguran que se
puede lograr una precision de 0.08 grados.
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3.1. Descomposicion del error cinematico

Ghorbel et al. [5] concluyeron que, una descomposicion razonable del error cinematico consiste en la
suma de un error puro ¢, que engloba todos los términos de friccién, y un error secundario (4,), que

viene dado por la flexibilidad torsional del mecanismo. Esta descomposicion, sirve para dar una explica-
cion al origen de la variabilidad y la aparente aleatoriedad de los perfiles del error cinematico experimen-
tales.

AO=~0, +0, (5)

Para obtener la componente pura (6,) de modo experimental, es necesario trabajar a muy baja veloci-

dad para evitar los efectos de la flexibilidad. También se debe tener presente que, el error cinematico no
depende unicamente de factores como la friccion y la flexibilidad de los componentes del HD, sino que
también se ha de tener en cuenta un factor “humano”, que tiene fundamentalmente que ver con el montaje
de estos componentes.

3.2.  Modelo matemaético del Harmonic Drive. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de Lagrange [13], son un método que permite formular las ecuaciones dinamicas de un
sistema mecanico general a partir de la definiciéon de un sistema de coordenadas generalizadas. En la
ecuacion (6) se representa dicho formalismo:

d| aT oT
a . |T 8_ -Q =0 (6)
oq, a

donde:

g,  Coordenadas generalizadas del sistema o grados de libertad.

T  Energia cinética del sistema.

Q,  “Fuerza generalizada”, término que engloba todas las fuerzas que interactiian en el sistema. Las
fuerzas pueden ser de tres categorias:

A) Fuerzas de interaccion entre diferentes masas puntuales del sistema.
B) Fuerzas exteriores, incluida la fuerza debida a la gravedad.
O Fuerzas debidas a la friccion.

Las fuerzas de tipo (A) y (B) definen un campo conservativo, y se pueden obtener derivando una fun-
cion de energia potencial (V), con respecto a una coordenada generalizada; las fuerzas de friccion (tipo C)
son no conservativas, y se obtienen derivando con respecto a la velocidad un potencial dependiente de la
misma, que es la funcion de Rayleigh (D). En la ecuacion (7) se representa la fuerza generalizada con sus
términos conservativos y no conservativos.

ov oD
Q=--Z ™)
o, a9,

Para la configuracion basica del HD explicada en el apartado 1, se puede aplicar la ecuacion de Lagran-
ge a un sistema mecénico de dos grados de libertad. Para ello, se debe conocer cual es el conjunto de pa-
rdmetros que actuan durante la transmisién del movimiento en un sistema real. Se selecciona el sistema
que se ilustra en la Fig. 4, que consiste en un HD [3], Unit HDC-40, N = 50, conectado por un eje de en-
trada a un motor eléctrico y mediante un eje de salida a un elemento de carga. Los parametros se encuen-
tran en la Tabla 1.

Dado que el mecanismo tiene dos grados de libertad, se tienen dos coordenadas generalizadas,
que son:
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Fig. 4. Mecanismo Harmonic Drive.

Tabla 1 Parametros del Harmonic Drive presentados en la Fig. 4.

Parametro \ Definicion | Valor \ Unidades \
Jin ‘ Inercia del motor | 2.9E-04 ‘ Kg.m* ‘
Ji ‘ Inercia de la carga | 5.0E-04 ‘ Kg.m’ ‘
By, l Inercia del Wave Generator | 1.6E-04 l Kg.m? l
B | Amortiguamiento del motor | 17E-04 | Nms |

Amortiguamiento por friccion entre dientes del
Bm Wave Generator y del Flexspline. 1.3E-05 N.m.s
Amortiguamiento por friccion entre dientes del
Byp Flexspline y del Circular Spline. 1.0E-04 N.m.s
B, | Amortiguamiento debido a la carga. | 5.0E-04 | Nms |
Om | Posicion del motor | - | rad |
0, | Posicion de la carga. | - | rad |
N | Relacién de transmision |50 | - |
K | Rigidez de la carga | 7160 | Nm/rad |

1. Posicion o angulo girado por el eje del motor (&, ), valor de entrada del sistema.

2. El error cinematico (A€ ), que se expresa en funcion de la posicion en la salida del HD (6),

que es conocida de forma experimental, y se muestra en la ecuacion (8).
6,
6 =—"-A0 8
= ®)

Por otra parte, la energia cinética (T), presentada en la ecuacion (9), es la debida al movimiento en el eje
motor y en el eje de salida donde existe un elemento de carga.
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1 1.
T=E(Jm+JWQ)9m2+EJ,9,2 ©9)
La energia potencial elastica (V), es debida a la flexibilidad del mecanismo, y se define como:
V=[" Kod 10
=, Kodo (10)

donde
o : Desviacion rotacional
K: rigidez del elemento de carga
La funcién de Rayleigh se define mediante la ecuacion (11)

D=3 -Bq (11)

Aplicando la ecuacion (11) a cada uno de los términos de friccion, se llega a la expresion (12).
. 2
. 2 . . o \? . .
D=le0m +lB,e,2+lel(9m+6qj +lBSp 0.—9—m+0p (12)
2 2 2 2 N

Existe una ecuacion de Lagrange por cada coordenada generalizada, por lo que para representar el sis-
tema HD se necesitan dos ecuaciones de Lagrange.

La ecuacion de Lagrange para la coordenada de posicion o angulo girado por el motor (&), viene dada

por la expresion (13), y para la coordenada del eje de carga (6, ), la expresion (14).

d| oT or ov b

—|— |- + +—=1, (13)
dt 00, 06, 00, 00,
djaor|_or + v +£: (14)

e | T An T AN . T|
dtl o5 | 6 96 o4

Sustituyendo en estas dos ecuaciones, los valores representados por las expresiones (9), (10) y (12) co-
rrespondientes a energia cinética, energia potencial y funcion de Rayleigh, se llega a las ecuaciones dina-
micas (15) y (16) del HD, presentadas a continuacion:

. 0, 1 dg, . . . ém 1 de,
\]mem+K Q—W'i‘gp _N—i_@ +Bm0m+Bml 9m+9| +Bsp Q—N—Hﬁ’p —N+@ ZTm (15)

J,é+ K(@, —?\l—m+€pj+ B,6.?,+ B, (ém+6.?,j+ BSp é,—il—m+6;p =71 (16)

Como se observa, en la ecuacion dinamica (15) se presenta una situacion no lineal, que hace compleja
la representacion del modelo en variables de estado con la herramienta de simulacién SIMULINK®.

Para lograr la condicion de linealidad del sistema de ecuaciones, es preciso recordar que el error cine-
matico resulta de una descomposicion dada por la ecuacion (5); en la cual es posible evaluar las dos com-
ponentes de manera separada. Si se hace el error puro (6, ) nulo, el sistema de ecuaciones mostrado arriba

se hace lineal, y solo se evalua el error cinematico debido a los efectos de la flexibilidad.
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Fig. 5. Esquema tipico de un sistema.

La componente pura o de friccion del error cinematico (8, ) y su derivada, es conocida de forma expe-
rimental por estudios previos. Para poder derivar una expresion en funcion del angulo girado por el motor
(8,), se procede a desarrollar las series de Fourier tal y como se muestra en la expresion (17). Las cons-

tantes an y bn son halladas por integracion numérica de datos experimentales [5], en un sistema HD real
operado a baja velocidad (310 RPM).

A =%+nzk;[an cos(nd, ) +b,sen(ng, )] (17)

donde:
a, :% *"A0(8,)cos(nd, )dd, (18)
b, :J'OzﬂAe(em)sen(nem)de (19)

3.3.  Modelado de un Harmonic Drive en el espacio de estados

La forma mas habitual de estudiar un sistema dinamico es, mediante la relacion entre las entradas que
se proporcionan a un sistema y las salidas que de él se obtienen. Este método es especialmente apropiado
si el sistema es lineal, y sus pardmetros varian continuamente en el tiempo. En la Fig. 5 se esquematiza
este concepto.

Las técnicas de modelado de sistemas en el espacio de estados se basan en describir el sistema dinamico
por medio de n ecuaciones diferenciales de primer orden, cuando se tienen sistemas descritos en tiempo
continuo, o de n ecuaciones en diferencias, si el sistema es de tiempo discreto. Si las n ecuaciones se re-
presentan de forma matricial, la representacion matematica del sistema se simplifica bastante.

Si denominamos X(ty) al vector de estados inicial del sistema, y(t) al de salida y u(t) al de entrada, po-
demos definir una funcién g tal que:

y(®) = gx(t,),u(v)] (20)

Igualmente se puede definir una funcién f de modo que el estado en el que se encuentra el sistema en un
momento determinado depende del estado en el que se encontraba en el instante anterior y de la entrada al
mismo.

x(t) = fx(t),u(t)] 21

Un sistema dinamico puede describirse por un conjunto de ecuaciones diferenciales. Una vez que se
conocen esas ecuaciones, se hallan las variables que definen el estado del sistema, o sus variables de esta-
do. Definidas las variables, se vuelven a escribir las ecuaciones en funcion de éstas, y se obtienen las
ecuaciones de estado del sistema

X(t) = f[X(t).u(t)] (22)
y(t) = gIx(D.u()] (23)
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Fig. 6. Sistema mecanico en el que se integra el HD.

donde:
X(t) es el vector de variables de estado

X(t) es el vector de variacion temporal de las variables de estado
u(t) es el vector de entradas
y(t) es el vector de salidas del sistema

En el caso de que el sistema sea lineal, las ecuaciones de estado pueden expresarse con matrices varia-
bles en el tiempo como sigue:

X(t) = AX(t) + B(Hu(t) (24)
y(®) =COx(t)+D®u(®) (25)

Para modelar la transmision de tipo HD, es necesario escoger, dentro de las ecuaciones dindmicas (15)
y (16), las entradas, salidas y variables que definen el estado del sistema. Para poder distinguir entre en-
tradas, salidas y variables de estado, se debe conocer el entorno donde se va a ubicar el sistema, es decir,
sus condiciones de contorno. El sistema HD se integrara en un conjunto mecanico, como el de la Fig. 6.
Esta formado por un motor de corriente continua y su salida acoplada a una transmision HD. El HD
transmite la potencia mecanica que recibe del motor, de modo que reduce drasticamente la velocidad
angular, aumentando considerablemente el par transmitido.

La primera variable de entrada al sistema es la posicion angular del motor (6,,), y la primera variable

de salida es la posicion angular del elemento de carga (6, ). De ahi, que se conozca par a un determinado

giro del motor, el angulo girado por el elemento de caga del HD.

El conocimiento del par transmitido por el HD es fundamental para saber si el sistema tiene capacidad
suficiente para mover elemento de carga acoplado al HD. Por esta razon se considera como segunda va-
riable de entrada el par motor (7, ), y como segunda variable de salida el par transmitido (7, ).

Estas variables son perfectamente validas para evaluar el error cinematico, ya que éste resulta ser la di-
ferencia ente la variable de salida (6,), y el angulo de posicion que se obtiene aplicando la ecuacion (1)
del sistema ideal para el elemento de salida que corresponda. En resumen, las variables de estado obteni-
das son:

A. Variables de Entrada (U):

A.1. Par motor (V=1,,)

A.2. Posicion angular del eje motor (W=46,)
B. Variables de Salida (y):
B.1. Posicion angular del eje de salida ( j=X, =6,)

B.2. Par transmitido (i =7, (z, )=VN)



60 C. Castejon, J.C. Garcia-Prada, O.J. Lara

C. Variables de Estado (X):
C.1. Posicion angular del eje de salida. (X, =6,)

C.2. Velocidad angular del eje de salida. (X, = 6| )
C.3. Componente pura del error cinematico. (X, =6, )

C.4. Velocidad angular del motor. (X, =6m)
Renombrando las variables en las ecuaciones dinamicas (15) y (16), se llega a las expresiones (26) y
(27), que expresan las ecuaciones dinamicas del sistema en funcion de las variables de estado, entradas y
salidas del sistema.

K B, -K B, K .
[ijl +(Bml — N'“jx2 J{ij} +(Bm +B,, +N—§jx4 +(WJW+ J. X,—v=0 (26)
B, - K
Kx1+(B,+Bm|+BSp)x2+Kx3+ B N X, +J, xz—ﬁw—szo (27)

Despejando las variables dependientes del tiempo, de las expresiones (26) y (27), se pueden escribir las
ecuaciones de estado del sistema (28), (29), (30) y (31).

X, =X, (28)

=——X - X, —— Xy -~ X, +—+—— 29
2 \]| 1 \]| 2 \]| 3 \]| 4 JI NJ| ( )
X, =0 (30)
i BmI - i Bm_’_BmI +752 K
(=N X, — N X, — N X; — X, — N° W+L 3D
! ‘]m 1 ‘]m ’ ‘]m ’ ‘]m ! ‘]m ‘]m

Como se vera mas adelante, puesto que el sistema es lineal, es posible expresarlo en forma matricial tal
y como se muestra en la ecuacion (32).

X(t) = AX(t) + Bu(t) (32)
donde:

XI=[% X% X X7 (33)

Xl =(X X X x4)T (34)
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Tabla 2. Relacion entre tension de alimentacion y velocidad angular del eje.

Tension de alimentacion (V) Velocidad angular del eje motor (rpm)
6,5 | 310 |
12 | 560 |
18 | 840 |
24 | 1120 |
0 1 0 0
B, -
K (B+B,+B,) —K ( "N j
[A] _ Ji Ji Ji Jy (35)
SRR 0 0 0
LS B, - K} |B,+B,+-2
‘]m ‘]m ‘]m ‘]m
0 0
N K
3N
[Blix, = 0 0 (36)
1 =K
J. N2,
[Ulx, = (V W)T (37)
La ecuacion que representa las salidas del sistema en forma matricial viene dada por:
y(t) = Cx(t) + Du(t) (38)
donde:
Cl, = 0000 39)
P10 0 0
[Dlx, = o (40)
2X2 T 0 0

Con las expresiones (32), (34-40), el sistema real de un HD queda representado mediante un modelo
matematico. Para generar el modelo, se configuran bloques programados en MATLAB®, con los datos de
la Tabla 1, variando la alimentacion del sistema segun la Tabla 2.

Después de realizar la simulacion y de hallar un estimado de 6,, este valor se sumard al error puro

(6,), seglin la ecuacion (5), y se conseguira el error cinematico total aproximado (A@ ). Con este proce-
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Fig. 7. Diagrama de bloques de los modelos del HD en SIMULINK®.
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Fig. 8. Representacion del error cinematico puro a 310 rpm.

dimiento se obtienen el error debido a la flexibilidad (6,), y al error puro (,), de manera separada a

través de SIMULINK®. Este es el modelo real del error cinematico.

Mediante la comparacion de la ecuacion ideal del mecanismo (1) y la simulacion del conjunto motor-
HD real con la herramienta SIMULINK® (véase Fig. 7), se obtiene la diferencia entre la posicion de sali-
da que proporcionan ambos bloques, que obviamente corresponde al valor del error cinematico debido a
la flexibilidad. Las simulaciones son realizadas con distintas condiciones de contorno, variando la alimen-
tacion del motor como se indica en la Tabla 2.

4. RESULTADOS

De acuerdo a lo planteado en el apartado anterior, en la Fig. 8 se observa la componente de error puro
(8,), hallada por integracion numérica de los datos experimentales a través del desarrollo de Fourier [5];

el sistema consiste basicamente en un HD que rota a una velocidad de 310 rpm.
Para evaluar la otra componente del error, debida a los efectos de la flexibilidad (6, ), se procede a efec-

tuar la simulacion del modelo lineal con la herramienta SIMULINK®, en la Fig. 9 se presentan los erro-
res cinematicos secundarios, para distintas rpm y con respecto al angulo de rotaciéon del motor, cabe des-
tacar que cada curva describe un comportamiento periodico, y que existe un desfase entre ellas.

En la Fig. 10 se ilustra con mayor detalle el efecto de la flexibilidad en la posicion de los modelos estu-
diados, el modelo real, que incluye los efectos de la flexibilidad; esta representado por una linea curva
corresponde a la rotacion del elemento de carga, y la linea recta corresponde al modelo ideal dado por la
ecuacion (1). Cabe destacar que estas dos curvas no presentan efectos de friccion asociados al error puro

(6,).
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Error cinematico por flexibilidad

Angulo de posicion angular del motor

Fig. 9. Representacion de los errores cinematicos por flexibilidad a varias rpm.
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Fig. 10. Representacion del aposicion angular para los modelos a 1120 rpm.
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Fig. 11. Representacion de las componentes del error cinematico a 310 rpm.

El error cinematico total se representa en la Fig. 11, y resulta de la suma del error cinematico puro pre-
sentado en la Fig. 8, y el error cinematico debido a la flexibilidad presentado en la Fig. 9, ambos para una
velocidad de rotacion de 310 rpm.

Los resultados presentado hasta ahora concuerdan con los obtenidos por otros investigadores en el pa-
sado reciente, quienes obtienen valores maximos del error cinematico total en el rango de dos y tres cen-
tésimas de radian. Para validar el modelo obtenido, se verifica la frecuencia predominante del error cine-
matico total A@ =6, + 6, mostrado en la Fig. 11, aplicando la FFT (Fast Fourier Transform) o transfor-

mada répida de Fourier, resultando los valores detallados en la Fig. 12.
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Fig. 12. Representacion de la FFT de las sefiales mostradas en la Fig. 10.

Se obtienen una frecuencia de 10,25 Hz, que corresponde aproximadamente al doble de la frecuencia de
rotacion del motor (310 rpm, 5,16 Hz), y que concuerda precisamente con los resultados arrojados por los
estudios experimentales de Tuttle [2,11].

5. CONCLUSIONES

Se ha logrado modelar el sistema dindmico del HD de forma razonable, mediante un modelo matemati-
co basado en el formalismo de Lagrange, y variables de estado con MATLAB® y SIMULINK®. Se
observa que, al linealizar el sistema, y aproximar el error puro (6,) del Harmonic Drive HDC-40 [3], con

15 coeficientes de Fourier hallados experimentalmente, se obtiene un valor muy cercano correspondiente
al error cinematico total real, y se comprueba que la frecuencia predominante en el error, es la correspon-
diente al doble de la velocidad de giro del motor, ambos resultados obtenidos en estudios experimentales
anteriores por autores como Ghorbel et al. [5], Gandhi et al. [8] y Tuttle [2,11]. También se observa que
los efectos debidos a la flexibilidad aumentan a altas velocidades de rotaciéon y que, a bajas velocidades
de rotacion (310 rpm), constituyen hasta un 5% del error cinematico total. Por medio de estos resultados,
es posible incorporar un HD a un sistema mecanico y predecir en un grado alto su error cinematico aso-
ciado.
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KINEMATIC ERROR ANALYSIS IN HARMONIC DRIVE TRANSMISSIONS
USING LAGRANGE EQUATIONS AND STATE VARIABLES

Abstract — Harmonic Drive transmissions are widely used in modern design applications as robotics, aerospace
and military industry, medical equipment or printing presses, due to advantages as positional precision, high
torque capabilities, low weight and volume, near zero backlash, versatility and high efficiency. Nevertheless,
like all mechanical devices, it has disadvantages as the kinematic error, little known parameter, which produces
system resonances and basically depends of friction, compliance and assembly imperfections. In order to inte-
grate an Harmonic Drive in a robotic system, it is necessary to know the kinematic error during rotation; this ar-
ticle deal with a mathematical mod el about the Harmonic Drive dynamical behavior, based on Lagrange for-
malism, and a novel representation by means variable states of a lineal system in SIMULINK®, obtaining an
acceptable simulation of Harmonic Drive kinematic error and its integration into an electromechanical system.

Keywords — Harmonic Drive, Kinematic error, State space model.






