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Resumen: En el presente trabajo se desarrolla un estudio teérico-numérico del coeficiente de descarga en toberas
toroidales de flujo critico disefiadas bajo la norma 1SO-9300, operando en régimen de capa limite turbulenta. El
estudio tiene como objetivo evaluar la incidencia de los efectos viscosos en la regién de capa limite y el
comportamiento bidimensional del flujo en el coeficiente de descarga, para fluidos con niumero de P =0.7. Como
resultado del estudio se obtiene una correlacion tedrico-numeérica para determinar este coeficiente en régimen de
capa limite turbulenta basada en diversos pardmetros dinimicos y termodinamicos del fluido y en la configuracién
geométrica de la tobera, esta correlacion es puesta en funcién del numero de Reynolds referido al diametro de la
garganta de la tobera. La determinacion del coeficiente de descarga basa su desarrollo en el estudio de dos zonas
de flujo, la primera de ellas comprende la regién de esfuerzos viscosos del fluido en la regioén de capa limite, la
segunda zona es referida al micleo de la tobera en el cual el flujo se puede considerar irrotacional, para llevar a
cabo el estudio del flujo en estas zonas se utiliza la teoria de capa limite turbulenta para la primera de las mismas
y la simulacién numérica del flujo bajo un contexto bidimensional para la segunda zona. La correlacién obtenida
del coeficiente de descarga es validada mediante una comparacion directa contra correlaciones experimentales de
la norma 1SO-9300 y del Korea Research Institute of Standards and Science (KRISS), en un rango del nimero de
Reynolds basado en la garganta de la tobera de 1.4 a 2.6 x 10%. La coincidencia entre el modelo propuesto y las
correlaciones experimentales es menor de 0.2%.

1. INTRODUCCION

Las toberas de flujo critico o sonicas (también conocidas como Venturi critico) proporcionan una
manera confiable y precisa de medir flujo de gases y juegan un papel importante en muchos procesos
industriales. Estos dispositivos tienen numerosas aplicaciones industriales incluyendo el uso como
medidores de gas, controladores de flujo masico y aisladores de presion. La construccion de las toberas de
flujo critico es extremadamente simple y ofrecen un alto grado de repetitibilidad, ademas de mantener su
calibracion por largos periodos de tiempo. Recientemente las toberas de flujo critico han sido utilizadas
como referencia primaria para la calibracion de otros medidores de flujo.

Una gran cantidad de elementos de medicion de flujo se han desarrollado con el propdsito de ser
considerados como referencia primaria, para lograrlo, se han fabricado dispositivos cuyo desempefio en la
practica sea idéntico a las predicciones tedricas; en este sentido las toberas de flujo critico han exhibido
comportamientos de caracter primario. Hoy en dia, organizaciones que promueven la normalizacioén, como
la International Organization for Standardization (ISO) promueven el uso de normas de referencia, para el




64 : J.A. Cruz Maya, F. Sanchez Silva, I. Carvajal Mariscal, G. Tolentino Eslava

disefio, construccion, instalacion y uso de la toberas de flujo critico con la finalidad de ser empleadas para
la medicion de flujo masico de gases [1]. En dicho documento se establece que para alcanzar altos
estandares de exactitud en la metrologia del flujo por medio de toberas de flujo critico es necesario
determinar el coeficiente de descarga. En un esfuerzo por reducir la incertidumbre en la medicion del flujo
de gases y extender el uso de las toberas sOnicas como referencia primaria se ha incrementado el interés,
por entender el comportamiento del flujo en estos dispositivos y un aspecto de particular importancia
involucra el entendimiento de cémo el coeficiente de descarga es afectado por el comportamiento
termodinadmico y dindmico del gas, ademas de la geometria de la tobera.

Actualmente la determinacion del coeficiente de descarga bajo régimen turbulento se lleva a cabo por la
via experimental, ya que no se cuenta con formulaciones analiticas que consideren efectos tan especificos en
el comportamiento del gas en el interior de la tobera, como lo es la distribucion radial de temperaturas en el
plano radial de la garganta de la tobera, la cual tiene un impacto directo en el valor del nimero de Prandtl, y
otros factores como la razon de crecimiento de la capa limite y la distribucion del flujo en el nicleo de la
tobera. La determinacion experimental del coeficiente de descarga ofrece ventajas sobre los métodos
analiticos ya que las incertidumbres obtenidas durante el proceso experimental pueden ser evaluadas, sin
embargo es importante advertir que el coeficiente de descarga obtenido en forma experimental esta sujeto a
las condiciones establecidas durante el proceso de calibracion de la tobera, por lo que el valor del coeficiente
puede ver disminuida su precision cuando se aplica fuera de estas condiciones. Bajo este contexto los
modelos analiticos y numéricos del coeficiente de descarga pueden ser escalados a diferentes condiciones de
operacion, este hecho ha incrementado el interés por estudiar el comportamiento dindmico y termodinamico
del flujo en orden de determinar e identificar los principales pardmetros que afectan este coeficiente. Es
importante mencionar que el proceso de calibracién por via experimental es excesivamente costoso en
comparacién con la calibracion que puede proporcionar un modelo analitico o numérico.

La méxima cantidad de flujo masico a través de la tobera de flujo critico esta restringida por la presion
de entrada (presion de estancamiento) y por el drea critica de la tobera (4rea de la garganta), el flujo masico
que circula por la tobera no es afectado por las perturbaciones de flujo corriente abajo de la tobera o por
las fluctuaciones de presion por lo que la medicién del flujo masico sélo depende de la temperatura y
presion de entrada. Bajo condiciones ideales (flujo isentrdpico y unidimensional) una formulacion cerrada
para determinar el flujo masico ha sido fundamentada de la siguiente forma [2]:

PAC
Migear = RT ¢))

o

En esta expresion el subindice “ideal” enfatiza las simplificaciones realizadas para su formulacion.
Generalmente esta expresion puede determinar el flujo masico con un error del 1% al 10%, dependiendo
del régimen de velocidad del flujo (nimero de Reynolds). El error en la determinacién del gasto masico
bajo esta formulacion se debe principalmente a la interaccion viscosa del fluido en regiones adyacentes a
la pared de la tobera y al comportamiento multidimensional del flujo en el interior de la tobera. Por otro
lado, el coeficiente de flujo critico C*, considera el cambio en el comportamiento termodinamico del
fluido entre las condiciones de estancamiento y criticas. Para aplicaciones que requieren gran exactitud en
el calculo del flujo (= 0.5%), la ecuacion (1) es complementada por un parametro adimensional conocido
como coeficiente de descarga de la tobera. Este pardmetro juega un papel primordialmente importante en
el campo de la metrologia de flujo por medio de toberas sonicas y es el pardmetro de mas importancia en
esta area, este coeficiente contempla las correcciones realizadas en la ecuacion (1) por los efectos viscosos
en la region de capa limite y los efectos multidimensionales en el campo de flujo. Es decir, que los efectos
que alejan al fluido de un comportamiento ideal y unidimensional estin compensados por el coeficiente
de descarga (C), este coeficiente se puede expresar en funcion de una relacion de flujo masicos como se

muestra en la siguiente expresion:

Cu= Fm @)

Mideal
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El gasto masico real, m__, puede ser determinado mediante complejos modelos analiticos o en forma

experimental mediante un patrén primario de calibracion, por otro lado, el gasto masico ideal, m es

ideal
obtenido en forma tedrica bajo un enfoque unidimensional e ideal del flujo como fue expresado en la
ecuacion (1), andlogamente, la determinacion del coeficiente de descarga puede llevarse a cabo via
experimental o analitica. La ecuacion (2) muestra que el coeficiente de descarga es un factor de calibracion
de la tobera, diversos investigadores han desarrollado modelos analiticos y numéricos para predecir el
coeficiente de descarga sin necesidad de calibracion, estos modelos son dependientes de la configuracion
geométrica de la tobera y del mimero de Reynolds basado en el didmetro de la garganta de la tobera, sin

embargo la gran mayoria de estos trabajos han sido enfocados a régimen de capa limite laminar [3, 4, S, y 6].

Para una geometria especifica de la tobera, el coeficiente de descarga cambia en funcién del gasto
masico que pasa a través de la misma. Tradicionalmente esta funcionalidad ha sido expresada en términos
del numero de Reynolds referido a la garganta de de la tobera, el cual se define de la siguiente forma.

4 m,
Re i = p d'::al 3)

En esta expresion el nimero de Reynolds ha sido basado en el flujo mésico ideal m_,_, pero durante
el trabajo experimental el nimero de Reynolds se basa en el flujo masico real m__. El coeficiente de
descarga relaciona ambas versiones del numero de Reynolds, como se muestra en la ecuacion (4).

Cd - Red—real (4)

Re,_igear

En un esfuerzo por eliminar el procedimiento de calibracion, el presente trabajo se enfoca a la
determinaci6n de una correlacion para determinar el coeficiente de descarga, mediante la combinacion del
estudio analitico y numérico del flujo en el interior de la tobera.

2. DISENO GEOMETRICO DE LA TOBERA Y PRINCIPIO DE OPERACION

La geometria de la tobera ha sido estandarizada por la International Standard Organization (ISO) para
promover la uniformidad en la construccion y uso de las toberas sénicas en la comunidad de medicién de
flujo. Como base del presente trabajo se ha disefiado una tobera tipo toroidal bajo la norma ISO-9300, en
la figura 1 se muestra el perfil geométrico. La curvatura de la seccién convergente de la tobera es
matemadticamente descrita por un arco de circulo de curvatura constante, el cual se extiende hasta un punto
de minima 4rea localizado en la garganta de la tobera. Bajo la norma ISO-9300 el arco circular se extiende
arriba de la garganta de la tobera hasta un punto de tangencia, a partir del cual, el difusor de la tobera toma
una configuracion cénica, esta forma es mantenida a un angulo constante en la seccion divergente de la
tobera.

4d

Fig. 1. Perfil geométrico de la tobera bajo norma ISO-9300.
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Para toberas de flujo critico operando acorde a las especificaciones ISO, la relacion de presion entre
el plano de salida de la tobera y la presién de estancamiento en el plano de entrada de la tobera (P, /P, )

debe ser mantenida por abajo de la relacién critica (P, /P =0.5283; para aire). Bajo esta condicidn, el

gas es acelerado desde una condicién de estancamiento hasta alcanzar la velocidad del sonido (i., e.
M=1), en el plano radial de la garganta de la tobera. Corriente abajo de la garganta existen perturbaciones
en el flujo como ondas de choque, estas perturbaciones no pueden viajar corriente arriba de la garganta
mientras exista flujo critico en esta region, como resultado de lo anterior, una vez que la condicion critica
de flujo es alcanzada en la garganta de la tobera, la region de flujo corriente arriba de la garganta
permanece aislada de las perturbaciones producidas en el difusor. Esta condicién es comunmente referida
como ‘flujo estrangulado o estrangulamiento de la tobera”; bajo esta condicién, el flujo masico que
circula a través de la tobera se mantiene constante y depende uUnicamente de las condiciones de
estancamiento a la entrada de la tobera y es enteramente independiente de cualquier cambio en las
condiciones del flujo corriente abajo de la garganta. La seccion divergente de la tobera, bajo el disefio de
la norma ISO-9300, juega un papel importante en la recuperacion de la presion y en la relacion de
presiones requerida para establecer la condicion critica de flujo. Sin la presencia de la seccion divergente,
la operacion de la tobera sonica resultaria mas costosa ya que la caida de presion tiene un aumento
considerable.

3. FUNDAMENTACION TEORICA DEL COEFICIENTE DE DESCARGA

El coeficiente de descarga puede ser expresado de la siguiente forma [7].

Cd =1- Acd-inv - Acd—vi: (5)

Donde AC,, es el decremento en C, debido a los efectos multidimensionales del flujo en el interior
de la tobera, AC, , es el decremento en C, debido a los efectos viscosos del fluido en la regién de capa

limite. Esta expresion considera los efectos multidimensionales y viscosos del fluido en forma
desacoplada. El efecto combinado de estos mecanismos no ideales es modelado como una superposicion
de los efectos individuales, por lo que cada uno de estos mecanismos no ideales puede ser estudiado en
forma independiente de la influencia de otros mecanismos, como lo muestra la expresion (6):

Cd=1—(1_c_,~,w)_(l_c—vi:) (6)

Como resultado de este planteamiento, C, . puede ser determinado a partir del estudio de la capa

limite a lo largo de la pared de la tobera sin considerar la distorsién en el perfil a causa de la curvatura de
la tobera y el comportamiento real del gas. Andlogamente C,  puede ser definido a partir de la

caracterizacion de los efectos multidimensionales del flujo, sin considerar la influencia de la region
viscosa del fluido y el comportamiento real del gas. El coeficiente de descarga puede ser determinado en
forma desacoplada cuando el espesor de desplazamiento de la capa limite es pequefio en comparacion con
el radio de la tobera, para toberas con radio de curvatura igual a dos veces el diametro de la garganta de la
tobera estos efectos son minimos [7].

La ecuacion (6) no contempla un coeficiente de descarga que considere el comportamiento real del
gas, debido a que este efecto esta compensado por el factor de flujo critico C* (mostrado en la ecuacion 1)
el cual involucra el cambio en el comportamiento termodindmico del fluido entre el estado de
estancamiento a la entrada de la tobera y la condicion critica del flujo en la garganta. Para gases que
exhiben un comportamiento cercano al ideal, C* es inicamente funci6n de la relacién especifica de calores
del fluido, para comportamientos de gas real el factor de flujo critico es funcién de la presion, temperatura
y composicion del gas. El trabajo de Johnson [8] representa un tratado completo en la determinacién de
C’ para gases reales.
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Tomando como base la ecuacion (6), la determinacién del coeficiente de descarga puede llevarse a
cabo dividiendo el flujo en dos regiones para su estudio.

Region de esfuerzos viscosos: En esta zona, el coeficiente de descarga depende de la interaccion
viscosa del fluido en la region de capa limite.

El calculo del coeficiente de descarga en esta region del flujo depende de los siguientes factores:
relacion especifica de calores k, mimero de Prandtl P_, distribuci6n radial de la temperatura en la garganta

de la tobera T, /T* , Numero de Reynolds en la garganta Re,, factor de forma compresible de la capa limite
(H ), espesor de cantidad de movimiento de la capa limite g, espesor de desplazamiento de la capa limite
d’ , constante especifica del gas R y la geometria de la tobera.

C,..=fkP,T,IT, Re, H,0,8, R, geometria)

Region de flujo multidimensional: En esta zona, el coeficiente de descarga es independiente del
numero de Reynolds debido a que el flujo se encuentra fuera de la influencia viscosa de la capa limite por
lo que tiene un comportamiento irrotacional. El coeficiente de descarga es funcion de la distorsion en el
perfil del flujo en el nucleo de la tobera a causa de su curvatura.

El coeficiente de descarga se puede caracterizar en funcidn del tipo de fluido y la geometria de la
tobera, el tipo de fluido se puede definir tomando como referencia la relacién de calores especificos (k),
como lo sugiere la siguiente expresion.

C,in = f(k,geometria)

Estos pardmetros son los mas comunes para describir el comportamiento de fluidos monoatomicos y
biatom"icos en toberas de flujo critico, bajo un amplio rango de condiciones de operacion, siempre y
cuando los efectos del comportamiento termodinamico real del gas estén compensados en el coeficiente
de flyjo critico C” determinado Johnson [8].

Existe otro fendmeno que impacta directamente en la determinacion del coeficiente de descarga, este
fenémeno tiene lugar durante la aceleracion del flujo, entre la zona de estancamiento del fluido y la
garganta de la tobera. Idealmente este proceso de aceleracion es gobernado por una reversible conversion
de energia térmica a energia cinética. Consecuentemente, la temperatura decrece durante el proceso de
aceleracion del flujo en la seccidén convergente de la tobera. En toberas de pequefia escala como lo son las
toberas de flujo critico este proceso de aceleracion tiene lugar en pequeiias distancias, por lo que el tiempo
de residencia del flujo en la garganta de la tobera es relativamente corto (alrededor de 10 s), tiempo
insuficiente para que la energia vibracional de las moléculas del fluido se equilibren en el ambiente
termodinamico, este fendmeno es conocido como desequilibrio vibracional o relajacion vibracional. Sin
embargo este fendmeno sélo tiene lugar en algunos gases poliatomicos, como el diéxido de carbono [7].

4. DETERMINACION DEL COEFICIENTE DE DESCARGA

- Tomando como base las zonas de flujo antes mencionadas, el coeficiente de descarga puede ser
" expresado en funcion de un modelo tedrico que considere estas zonas en forma desacoplada y el niimero
de Reynolds en la garganta de la tobera, para obtener una correlacion de forma similar a la ecuacion de la
curva de calibracion propuesta por la norma ISO-9300, la cual es resultado de una regresién por minimos
cuadrados de una recopilacion de datos experimentales del coeficiente de descarga para varios gases, la
estructura de esta ecuacion se muestra a continuacion:

Cd = a—bRef, (7)
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«

En esta expresién “a” representa el coeficiente de descarga en el niicleo del flujo fuera de la zona
“ ”»

viscosa del fluido, “b” representa el coeficiente de descarga en la regioén de capa limite, “c” es un
coeficiente caracteristico del crecimiento de la capa limite, mientras que el término “Re,” es el nimero

de Reynolds en la garganta de la tobera.

4.1. Coeficiente de descarga en la regién de capa limite

En esta region del flujo, los esfuerzos viscosos en la pared de la tobera causan una disminucién del
flujo masico en comparacion con el obtenido bajo un enfoque ideal como el expresado en la ecuacion (1).
Fisicamente la condicidn de no deslizamiento tiene lugar en las paredes de la tobera debido a los esfuerzos
viscosos que interactiian en la region de capa limite. Dentro de esta region la energia cinética del fluido es
transformada a disipacion viscosa, esto provoca que la temperatura de la capa limite se incremente
respecto a la temperatura de la corriente libre. Debido a este incremento de temperatura, la densidad del
fluido decrece en regiones cercanas a la pared de la tobera, por lo que el flujo masico decrece en
comparacion con el obtenido bajo un enfoque ideal.

Por lo tanto la determinacion del coeficiente de descarga en la region de capa limite, parte de la
siguiente premisa:

“El flujo masico que pasa a través de una tobera en ausencia de esfuerzos viscosos es mds grande que
el flujo masico que pasa cuando existe capa limite”

Matematicamente, el radio efectivo de paso de la garganta de la tobera, es igual al radio de la garganta
menos el espesor de desplazamiento de la capa limite d*. Bajo este supuesto, el decremento en el flujo
masico debido a los esfuerzos viscosos, puede ser evaluado sustrayendo el drea sometida a esfuerzos
viscosos del area total. Esto se puede lograr mediante la determinacion del espesor de desplazamiento 4"
Este parametro es definido como la distancia que la pared de la tobera tendria que desplazarse en el flujo
para generar la disminucién en el flujo masico por efecto de la capa limite.

Dado que la densidad y la velocidad del flujo son independientes del tamaiio de la garganta de la
tobera, el coeficiente de descarga en la zona viscosa puede ser definido como una relacién entre el area
efectiva de paso y el area real, en la garganta de la tobera, tomando como base el espesor de
desplazamiento como lo muestra la siguiente ecuacion.

45"
d

Cd—vi: =1- (8)
El espesor de desplazamiento ha sido determinado previamente mediante la teoria integral de capa
limite turbulenta bajo un enfoque unidimensional, para gases con las siguientes particularidades (P, =0.7,

k=14, y condiciones criticas de flujo), ya que son tipicas de la mayoria de los gases cuantificados
mediante toberas sdnicas, la obtencion del espesor de desplazamiento se muestra a detalle en la referencia
[9]. La sustitucién del espesor de desplazamiento en la ecuacidn anterior determina el coeficiente de
descarga viscoso, como se muestra a continuacion.

C, =1~ 0.09970Re "% 9

Este modelo considera que el campo de flujo es unidimensional, por esta razon el valor del primer
miembro del lado derecho de la ecuacion toma el valor de uno, en un campo no unidimensional este valor
sufrird un decremento.

4.2. Coeficiente de descarga en el nicleo del flujo

En el nicleo del flujo fuera de la interferencia de la zona de esfuerzos viscosos, el flujo puede ser
tratado como irrotacional, por lo que el coeficiente de descarga s6lo depende de los esfuerzos
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multidimensionales del flujo provocados por el perfil geométrico de la tobera. Estos efectos
multidimensionales resultan en una curvatura de la linca sénica en el plano radial de la garganta, lo que
causa una reduccion en el flujo masico real en comparacién con el obtenido bajo un enfoque ideal, la
curvatura toma un perfil aproximadamente parabélico que inicia corriente arriba de la garganta y se
extiende hasta el difusor donde ¢s destruido por ondas de choque. Consecuentemente, ¢l flujo en el
plano radial de la garganta de la tobera tiene una velocidad subsoénica en regiones cercanas a la pared
(i. e., M<1), y un flujo supersonico en el eje de simetria de la tobera (i. e., M>1), resultando un valor
promedio del numero de Mach inferior a 1, en dicho plano. Por otro lado, la linea sdnica ¢s plana en el
plano radial de la garganta de la tobera manteniendo un valor de M=I constante, bajo un enfoque
puramente unidimensional y no viscoso del fluido. Por lo tanto, el flujo masico resulta mayor bajo un
enfoque unidimensional. En la figura 2, se muestra mediante simulacidon numérica el perfil parabélico
que toma la distribucion de velocidades en el plano radial de la garganta de la tobera considerando un
comportamiento bidimensional del flujo.
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Fig. 2. Perfil parabdlico del namero de Mach en la garganta de la tobera a causa de la curvatura del flujo.

En cada elemento de volumen del fluido, existe un gradiente de presiones que es igual al valor de las
fuerzas centrifugas generadas por la contraccion de la tobera, la interaccion entre el gradiente de
presiones y las fuerzas centrifugas dan lugar al equilibrio mecanico del flujo. Bajo este fundamento, se
puede establecer que el coeficiente de descarga depende inicamente de la distribucion radial de presiones
a lo largo de la tobera. Dada la configuracién simétrica de la tobera, la distorsién del campo de flujo se
puede modelar con gran fiabilidad mediante la simulaciéon numérica del flujo bajo un contexto
bidimensional.

Como resultado de un balance de segunda ley sobre una particula de fluido en el plano radial de la
garganta, se obtiene la siguiente expresion, la cual representa el equilibrio mecéanico entre el gradiente
de presiones y las fuerzas centrifugas generadas en cada elemento de volumen a través de la direccidn
radial,

2
o_ pv (10)

aY r

Esta ecuacion describe en forma cualitativa la variacion de presion sobre el ¢je normal con respecto a
una linea de corriente que se desplaza en forma tangencial.
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La ecuacién (10) puede ser expresada en funcién de parametros geométricos de la tobera, como lo son,

la distancia radial adimensional Y , (¥ = Y/Y, ) (el subindice w indica valor en la pared de la tobera) y el
radio de curvatura de la tobera “r” a través de una diferencial de distancia sobre el plano radial de la tobera
en las inmediaciones de la garganta, como se ilustra en la figura 3.

/d—\~
Fig. 3. ParAmetros geométricos de la tobera

dp __pv
37 Y, (11)

La curvatura de la tobera se describe por un circulo de radio r, su curvatura se puede definir como

k=1/r, donde x representa la curvatura de la linea de corriente. Considerando que en las
inmediaciones de la garganta la curvatura es muy pequeiia y que ésta puede incrementarse linealmente

desde cero en el eje axial de la tobera hasta un valor maximo en la pared, se puede establecer la siguiente
relacién.

.Y
ey (12)

Despejando el valor de r y sustituyendo en la ecuacién (11), se obtiene:

ég:—pv?

A

= (13)

Considerando que Y, =d/2 (en la garganta de la tobera donde tiene lugar la condicion critica), la

ecuacién (13) se puede expresar en funcién de Y como se muestra a continuacion.

. v —d
;"Yi=—p— = (14)

La expresién (14) es integrada sobre el eje normal, en el plano radial de la garganta, manteniendo un
radio de curvatura y diametro de la tobera constantes de acuerdo al disefio geométrico de la tobera.

P2 - “‘P;;[YZ—W] (15)



Estudio y determinacién del coeficiente de descarga en toberas de flujo critico 71

La expresion anterior es rearreglada de la siguiente forma y expresada en funcion de un factor
geométrico de la tobera, el cual depende especificamente del perfil geométrico sugerido por la norma ISO-
9300, este factor es designado por la letra B.

1 1 v?
s B=— 16)
[Yzz le] (PPZ_P]]»H (

La ecuacion (16), muestra que el cambio en las propiedades termodinamicas del fluido en el nicleo
del flujo, expresado por el término del lado derecho de la ecuacidn, s6lo dependen del cambio en la
curvatura de la tobera, es decir, de la posicién que va tomando el flujo a través de su recorrido por la
tobera, para un factor geométrico B preestablecido. El signo indica que este término tiene una tasa de
decremento a medida que el flujo recorre la tobera hasta llegar a la condicién critica (M=1).

Como se mencioné anteriormente, en el nucleo del flujo no existen irreversibilidades provocadas
por la disipacién viscosa del fluido por lo que el coeficiente de descarga se puede modelar en forma
independiente al nimero de Reynolds, dicho de otra forma, el numero de Reynolds tiende a un valor
infinito al considerar despreciable la viscosidad del fluido (i, e., Re—x). Bajo este contexto es
posible obtener un coeficiente de descarga en el nicleo del flujo en forma independiente al régimen
de velocidad del mismo, a partir de cualquier condicién de estancamiento del fluido. Como base para
la determinacion del coeficiente de descarga se toman las condiciones de estancamiento del fluido
como estado de referencia. El estado de estancamiento del fluido puede ser tomado como referencia
ya que es independiente del tipo de fluido y se mantiene inalterable a los procesos que toman lugar
en el flujo bajo investigacion para condiciones de flujo ideal. Hipotéticamente, el estado de
estancamiento es definido por una imaginaria desaceleraciéon del fluido. Consecuentemente, las
condiciones de estancamiento son funciones puntuales que se mantienen constantes en cada punto del
flyjo.

En el nucleo del flujo, el término pv’/p toma un valor cercano a cero en la entrada de la tobera, esta
relacion se ve incrementada a medida que el flujo recorre la seccion convergente, hasta alcanzar un
valor maximo en la garganta. En este punto, la velocidad del fluido alcanza la velocidad del sonido,
por lo que el término pv?/p se puede expresar en funcién de esta velocidad, como se muestra a
continuacion pa?/p. Bajo un enfoque unidimensional, el coeficiente de descarga debido a la distorsién
del flujo en el nicleo de la tobera por efecto de su curvatura, se puede asociar con la ecuacion (16),
tomando como parametro de referencia las condiciones de estancamiento del fluido en el plano radial
de la garganta. Si el flujo es ideal y su recorrido se lleva a cabo en forma unidimensional, el coeficiente
de descarga en el nicleo del flujo tomara el valor de uno, en la siguiente expresion se muestra su
naturaleza analitica.

P a4 P
Cpp=| Lol P |
d-inv [pn a.z Po]’ (17)

Se observa que el coeficiente de descarga no viscoso representa el lado izquierdo de la ecuacion (16),
es decir, que solo depende del cambio en la curvatura de la tobera. En la ecuacién (17), los superindices
marcados con asterisco denotan condiciones criticas de flujo (A=1), mientras que el subindice “¢”, sefiala
evaluacion en el plano radial de la garganta. Se observa que bajo un enfoque unidimensional las
condiciones de estancamiento del fluido son iguales a las condiciones criticas. Por otro lado, el término
pa*/p es igual a la relacion especifica de calores “k”, bajo el supuesto de gas ideal, este hecho sélo tiene
lugar en el plano radial de la garganta. Bajo esta consideracion, la ecuacién (17) se puede expresar en
funcién de la relacion especifica de calores.




72 J.A. Cruz Maya, F. Sanchez Silva, 1. Carvajal Mariscal, G. Tolentino Eslava

2 *
p, 8, P k
L o= e 2 =] 2 =1
Cd—mv [pt a‘Z po]‘ ( k )' (18)

La expresion anterior muestra que el coeficiente de descarga en el micleo del flujo es dependiente
del tipo de fluido y del perfil geométrico de la tobera y que se puede determinar tomando como base
las condiciones de estancamiento del fluido. Cuando existe flujo unidimensional o disipacion viscosa en
el fluido, el flujo en la garganta de la tobera nunca alcanzara la velocidad del sonido, por lo tanto, el
término p+a**/p* tendra un valor inferior al valor de la relacion especifica de calores “k” en dicho
punto.

El decremento sufrido en el coeficiente de descarga a causa de la distorsién del campo de flujo en
la tobera, se puede determinar en funcién del decremento del cociente pa?/p tomando como referencia
las condiciones de estancamiento de flujo ideal, en el plano radial de la garganta. El decremento en
este término se puede determinar mediante el modelado numérico del flujo bajo enfoques
bidimensionales o tridimensionales, en el presente trabajo dicho modelado se lleva a cabo en forma
bidimensional dada la simetria de la configuracion geométrica de la tobera, como lo refiere la
siguiente expresion.

2

a,_ o

p;zn a:D pp (19)
[ (] -2D

En la ecuacién (19) se observa que no existen términos marcados con asterisco para sefialar la
condicion ideal de flujo critico, ya que ahora el flujo es analizado bajo un comportamiento bidimensional,
como lo siguiere el subindice “¢-2D” .

El coeficiente de descarga en el nicleo del flujo bajo un enfoque en dos dimensiones, puede ser
determinado, tomando como base el coeficiente de descarga para flujo unidimensional expresado en la
ecuacion (18) y relacionandola con la ecuacion (19). En este caso el coeficiente de descarga tendrd un
valor inferior a uno.

2 2 2
P, 8 P PpGp Po | _ | k P aZDJ
Cprim=| 22 —22-20 "0 | =| 2220 2D [ (] 20
4 |:P azpo P, a: PzD:|, (k k, pip . (20)

Debido a que el cociente (p,,a2,,/ p,,) toma diferentes valores a lo largo del plano radial de la garganta

de la tobera, su determinacién puede llevarse a cabo mediante una integraciéon numérica en dicho plano.
Bajo esta concepcion el coeficiente de descarga puede ser expresado de la siguiente forma:

1 k p aZ -
Cow=1 | 7ePp 2w | 47 21
d—inv IO (ku ko pzp)’ ( )

Donde k es la relacién especifica de calores referida a las condiciones de estancamiento, £ es la
relacién especifica de calores en la garganta de.la tobera bajo condicién critica e ideal, Y es la distancia
radial adimensional.

42.1. Modelado numérico del flujo

Para llevar a cabo la integracién numérica de la ecuacion (21) en el plano radial de la garganta de
la tobera, es necesario llevar a cabo la simulacion numérica de los perfiles de presion, densidad y
velocidad del sonido. Esta simulacion se lleva a cabo mediante el cddigo numérico comercial
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FLUENT® en una tobera de 10 mm de didmetro; el flujo es modelado numéricamente mediante una
completa solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes para fluido compresible, bajo las siguientes
condiciones: estado estacionario, flujo bidimensional no viscoso, y gas ideal con calor especifico
constante. El sistema de ecuaciones generalizado es discretizado en espacio y tiempo para obtener un
sistema implicito, el sistema es cerrado mediante la ecuacion de gas ideal para relacionar la densidad
del fluido con la presién y la temperatura. El primer paso en la solucion numérica de las ecuaciones
consiste en su transformacion a coordenadas generalizadas ajustadas a la cuerpo de la tobera, -las
ecuaciones de balance pueden ser resueltas bajo un contexto bidimensional o axisimétrico, estas son
simplificadas en forma general en sus coordenadas § y 7 como lo muestra la siguiente ecuacién de
conservacion,

30, a(F—F,)+a(G—G,)
a7 ¢ on

<lw

El sistema de ecuaciones es mostrado a gran detalle por Steger [10], por lo que no se presenta aqui.
4.2.2. Dominio Computacional y condiciones de frontera

La malla generada para la geometria de la tobera consiste de 222 puntos nodales en la direccién axial
y 505 en la direccién radial. Las celdas de la malla en la direccion radial fueron concentradas cerca de la
pared de la tobera para evaluar los grandes gradientes en las propiedades termodinidmicas del fluido
generados en la region de capa limite. En el presente estudio la tuberia corriente arriba de la tobera fue
excluida por lo que el domino computacional s6lo considera la geometria de la tobera. Previas
investigaciones muestran que la inclusion de la tuberia de alimentacion tiene un pequefio efecto en el
célculo de C, de aproximadamente 0.01% [7].

Las condiciones de frontera son especificadas en la entrada, salida, pared y a lo largo de la linea de
simetria de la tobera. En la entrada de la tobera son especificadas las condiciones de estancamiento del
fluido (P, y T, ), en la salida de la tobera se especifica la presion y el nimero de Mach, a lo largo del eje

axial de la tobera se aplica la condicion de simetria, la pared de la tobera es considerada adiabética. En la
figura 4 se muestra el dominio computacional de la tobera.

Metal
Pared adiabatica
__;\\/

Flujo . )
. Dominio computacional

Fig. 4. Dominio computacional.

La simulacién numérica de los perfiles de densidad, presion y velocidad del sonido, son presentados
en las figuras 5, 6 y 7, respectivamente.
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Fig. 5. Simulacion numérica det perfil de densidad en el nicleo del flujo para P, =2 bar y T +293.15 K.
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Fig. 6. Simulacién numérica del perfil de presiones en el nicleo del flujo (Pa) para P =2 bar y T, =293.15 K.
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Fig. 7. Simulacién numérica del perfil de velocidad del sonido en el nucleo del flujo (m|s) para P =2 bar y T =293.15 K.
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Los perfiles numéricos obtenidos permiten obtener el término (P20%5/ P2p)ien el plano radial de la
garganta de la tobera, expresado en la ecuacién (21). En la figura 8, se muestra este término en forma grafica.

(P2p azzu /Pip),

1.399015

1.39901 -

1.399005 -

1.398995 -

1.39899

1.398985 T T T T T T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Longitud radial adimensional en la garganta de la tobera

Fig. 8. Comportamiento del pardmetro en el plano radial de la garganta de la tobera.

La dispersion mostrada en la figura 8, tiene una tendencia hacia un valor constante del término

(Pop @2p ! Pop),, 1a determinacion de este factor se lleva a cabo mediante la integracion numérica de estos
puntos. Un aumento en el intervalo de la figura 8 mostrara que la dispersion de puntos se aproxima a una
linea recta, por lo tanto la integracion de estos puntos es llevada a cabo mediante el método trapezoidal de
integracion.

Para llevar a cabo la simulacion numérica del flujo fue utilizado aire como fluido de trabajo, en esta
caso el valor de k_ es igual a 1.4002389947543, este valor es valido para flujo ideal y temperatura de
estancamiento T, =293.15 K. Sustituyendo el valor de k, y la integracioén del término (p,5 4,/ p,p), €n

la ecuacion (21), se obtiene el valor del coeficiente de descarga en el nucleo del flujo, el cual se muestra
a continuacion.

1 2 _
Crm =] (k—“pﬂ“z—"] d¥ = 0.9990 (22)
o\ k k, Py ),

5. RESULTADOS

Finalmente el valor de coeficiente de descarga expresado en la ecuacion (6), se puede determinar
acopando los coeficientes de descarga viscoso y no viscoso determinados en las ecuaciones (9) y (22),
respectivamente, como se muestra en la siguiente expresion:

C, = 0.9990— 0.09970 Re 31364 (23)

El modelo anterior es validado mediante una comparacion directa contra correlaciones obtenidas en
forma experimental del coeficiente de descarga para toberas toroidales ISO-9300 operando en régimen de
capa limite turbulenta en el rango de nimeros de Reynolds referidos a la garganta de la tobera de 10°< Re,
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< 107, ecuacién (24) y la correlacion obtenida por el Korea Research Institute and Science (KRISS) [11]
en el rango de 1.4x10° a 2.7x10° ecuacion (25). Estas correlaciones son mostradas a continuaci6n.

= 0.5
Cd - 0.9935- 1.525/ Red (24)

0.5
C, = 0.99575—3.7026 / Re® 25)

Las correlaciones mostradas en las ecuaciones (24) y (25) son obtenidas de una interpolacion de datos
experimentales del coeficiente de descarga mediante el método de minimos cuadrados para los rangos del
nimero de Reynolds antes mencionados.

En la figura 9, se muestra en forma grafica la comparacion del modelo desarrollado para la obtencion
del coeficiente de descarga (Ec. 23) y las correlaciones experimentales de la norma ISO-9300 (Ec. 24) y
el KRISS (Ec. 25). Los resultados obtenidos del coeficiente de descarga determinados por la correlacion
propuesta son alrededor de 0.2% mas grandes que los valores del coeficiente de descarga determinados
por las correlaciones experimentales de la norma ISO-9300 y del KRISS, sin embargo estos resultados
estan dentro de lo permitido por las especificaciones de ISO. En la tabla 1 se establece el porcentaje de
desviacion entre la correlacion obtenida y las correlaciones de ISO-9300 y del KRISS.

Ca

0.997
0.996
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0.994 | Propuesto #». .. .8 .8 ¥
0.991 -
0.99 - -="
0.989 | -0.2% 1SO-9300
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0.987 . r T
1.00E+06 1.40E+06 1.80E+06 2.20E+086. 2.60E+06 3.00E+06
Rea x 10E+06

+0.2% ISO-9300

- .. S0 N Em-—A i ;e
o e e s KRISS
& - P RSy 1S0-9300

—

Fig. 9. Comparacion entre la correlacién obtenida del coeficiente de descarga y las correlaciones de 1SO.-9300 y el KRISS.

Tabla 1. Comparaci6n entre la correlacién obtenida del coeficiente de descarga y las correlaciones de 1SO.-9300 y el
KRISS y porcentajes de desviacion.

NRe x10¢ Correlacién  1SO-9300 KRISS A% Correlacién A% Correlacién
propuesta (Ec. 24) (Ec. 25) propuesta contra propuesta contra
(Ec.23) ISO-9300 KRISS
1.4 0.99399 0.99221 0.99262 0.179 0.138
1.5 0.99406 0.99225 0.99273 0.18 0.134
1.6 0.99413 0.99229 0.99282 0.185 0.132
1.7 0.99419 0.99233 0.99291 0.187 0.129
1.8 0.99425 0.99236 0.99299 0.19 0.127
20 0.99435 0.99242 0.99313 0.194 0.123
22 0.99444 0.99247 0.99325 0.198 0.12
24 0.99453 0.99252 0.99336 0.2 0.118
26 0.99455 0.99255 0.99345 0.2 0.111
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6. CONCLUSIONES

En un esfuerzo por eliminar el procedimiento de calibracion, en el presente trabajo se lleva a cabo un
estudio analitico y numérico del coeficiente de descarga en toberas de flujo critico toroidales operando en
régimen de capa limite turbulenta, disefiadas bajo la norma ISO-9300. El estudio se enfoca a la determinacién
de una metodologia para determinar el coeficiente de descarga y a la vez proponer una correlacion de este
factor con exactitudes de + 0.2%. Este coeficiente es presentado como funcién de diversos parimetros
dindmicos y termodinamicos del fluido y de la configuracién geométrica de la tobera. El resultado, es un
modelo en funcién del nimero de Reynolds referido al didmetro de la garganta de la tobera, el cual permite
una determinacion fiable del coeficiente de descarga en régimen de capa limite turbulenta. La exactitud del
modelo obtenido fue validado mediante una comparacion directa contra correlaciones experimentales de
IS0-9300 y el KRISS, para niimeros de Reynolds referidos al didmetro de la garganta de la tobera de 1.4x10°
a 2.7x10%, dentro de una desviacion de + 0.2%. Para llevar a cabo la simulacion numérica del flujo fue
utilizado aire como fluido de trabajo en una tobera de 10 mm de didmetro de garganta, bajo diferentes
condiciones de presion dentro del rango de mimeros de Reynolds antes mencionado.

La correlacion obtenida es resultado de un estudio analitico y numérico del flujo, estas correlaciones
permiten calibrar la tobera directamente sin llevar a cabo el proceso experimental de calibracién. Es
importante notar que el coeficiente de descarga obtenido en forma experimental esta sujeto a las
condiciones establecidas durante el proceso de calibracion de la tobera, por lo que el coeficiente de
descarga puede ver disminuida su exactitud. Bajo ese contexto los modelos analiticos y numéricos del
coeficiente de descarga son una alternativa viable para llevar a cabo la calibracion de la tobera bajo
diferentes condiciones de operacion.

La correlacion obtenida, asi como el método presentado para la determinacion del coeficiente de
descarga es aplicable a condiciones de flujo donde la transicion de flujo laminar a turbulento ocurre en
cortas distancias corriente arriba de la garganta de la tobera, por lo que el flujo en la capa limite de la
garganta se considera totalmente turbulento. Por otro lado, el efecto de la regién viscosa en el coeficiente
de descarga a lo largo de la pared de la tobera se puede evaluar medlante la determinacion del espesor de
desplazamiento de la capa limite &°.

En el nucleo del flujo, la curvatura de la tobera sélo afecta las propiedades termodindmicas de presion,
velocidad del sonido, y densidad, por lo que el coeficiente de descarga se puede modelar en forma
numérica independientemente del nimero de Reynolds, es decir, en forma independiente de la viscosidad
del fluido y de las condiciones de presién y velocidad del flujo. La simetria de la tobera permite determinar
con gran exactitud el coeficiente de descarga en el nucleo del flujo bajo una simulacién del flujo
puramente bidimensional, lo que da como consecuencia un ahorro considerable en el tiempo de
convergencia de la solucién numérica. La disminucién en el coeficiente de descarga en el plano radial de
la garganta de la tobera a causa de la distorsion del campo de flujo provocada por la contraccién
geométrica de la tobera, puede se evaluada mediante la obtencion del término pa’/p mediante la
simulacion numérica del flujo. La correlaciéon obtenida para el coeficiente de descarga considera un
gradiente de temperatura en el plano radial de la garganta para gases con nimero de P =0.7, debido a que

la mayoria de los gases cuantificados por medio de toberas de flujo critico tiene este niimero.
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STUDY AND DETERMINATION OF THE DISCHARGE COEFFICIENT ON CRITICAL
NOZZLES

Abstract: A toroidal Venturi nozzle, operating mainly at critical conditions and shaped according to the Standard
ISO-9300, was selected for the present study. The focus of this paper is to obtain a correlation of the discharge
coefficient on turbulent boundary layer conditions for gases at Pr=0.7. The study of discharge coefficient is
conducted to investigate the effects the viscous stresses at the boundary layer and the curvature of flow field at the
nucleus of the nozzle. The determination of this coefficient is based on turbulent boundary layer theory and
numerical simulation for a two-dimensional flow. The equation obtained was validated experimentally, making a
direct comparison between the experimental correlations of the discharge coefficient of ISO-9300 and Korea
Research Institute of Standards and Science (KRISS) in turbulent boundary layer. This validation is carried out for
throat numbers Reynolds from 1.4 to 2.6¥10%. The coincidence of the theoretical and measurement discharge
coefficient by these correlations is better than 0.2%.





