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Resumen — En este trabajo se presenta un estudio de la influencia de la modificacion del perfil en el reparto de
carga y en la funcion de errores de transmision, para engranajes rectos de perfil de evolvente. Se ha desarrollado
un método de calculo de la rigidez de la pareja de dientes con perfil modificado, valido para cualquier profundi-
dad, longitud y forma de rebaje, incluido naturalmente el caso de ausencia de rebaje, y para contacto dentro o
fuera de la linea de presion. A partir de la variacion de la rigidez a lo largo del intervalo de engrane se han obte-
nido las curvas de variacion del reparto de carga y del angulo de retraso. Para ambas se han desarrollado féormu-
las aproximadas sencillas que permiten la resolucion del problema inverso, es decir la ecuacion del rebaje re-
querido para una curva de reparto de carga o de error de transmision predefinida.

Palabras clave — Engranajes rectos, rigidez de engrane, error de transmision, reparto de carga, rebaje de punta.

1. INTRODUCCION

Las deformaciones que experimentan los dientes de engranaje cuando transmiten carga inducen un des-
fase en el giro de ambas ruedas, de manera que la rueda conducida se retrasa respecto de la conductora, o
lo que es lo mismo, respecto de la posicion tedrica que debia ocupar si la accion fuera idealmente conju-
gada. Este desfase provoca que la base del diente de la rueda conductora golpee la cabeza del diente de la
rueda conducida antes del punto de inicio de contacto tedrico, y por supuesto fuera de la linea de presion.
Se produce, en definitiva, un choque entre ambos dientes, que es fuente de ruido, vibraciones y carga
dindmica, y que reduce la capacidad de carga y la vida util de la transmision.

Este tipo de problemas se puede abordar mediante la modificaciéon del perfil de los dientes. En efecto,
un rebaje en la punta del diente conducido evitara el contacto prematuro con la base del diente conductor;
y si el rebaje es el adecuado, el inicio del contacto se retrasara hasta el punto apropiado —el punto de
inicio de contacto tedrico—, asegurando un inicio de engrane suave. Sin embargo, esta modificacion en la
geometria del perfil puede tener influencia en la rigidez de la pareja de dientes; y ello no tanto por la in-
significante variaciéon geométrica—por lo general, de pocas micras— como por la influencia de esta varia-
cion en las condiciones de contacto, que pueden alterar parametros de la transmision tan importantes co-
mo el reparto de carga entre parejas de dientes en contacto simultaneo o el error de transmision.

La modificacion del perfil y su influencia en las condiciones de engrane ha venido siendo objeto de es-
tudio e investigacion desde bastante tiempo atras. Lin et al. [1] presentaron en 1994 un estudio de la in-
fluencia de la profundidad y longitud de la modificacioén de perfil en la carga dindmica de dientes rectos,
considerando modificaciones tanto lineales como paraboélicas. Beghini et al. [2] desarrollaron un método
iterativo para la reduccion del error de transmision mediante la modificacion del perfil, también para en-
granajes rectos, que combinaba estudios por elementos finitos en dos dimensiones y técnicas de calculo
semianaliticas. Wang y Howard [3, 4] estudiaron la rigidez del engrane, incluyendo dientes con perfiles
modificados. Tamminana et al. [5] estudiaron la relacion entre los factores dinamicos y el error de trans-
mision dindmico mediante modelos de elementos finitos. Tavakoli y Houser [6] presentaron un algoritmo
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para minimizar diferentes combinaciones de armonicos del error de transmision mediante diferentes com-
binaciones de rebajes de punta y de base, para engranajes rectos exteriores ¢ interiores, estandar y de alto
grado de recubrimiento. Li [7] desarrollo un analisis por elementos finitos de las tensiones de rotura en la
base y de contacto en engranajes rectos con errores de fabricacion y montaje y con modificaciones de
perfil. La misma técnica de elementos finitos fue utilizada por Tesfahunegn et al. [8] para estudiar la in-
fluencia de la forma de la modificacion del perfil en las tensiones y el error de transmision.

La relacion entre la rigidez del engrane, el error de transmision, la respuesta dinamica y la modificacion
del perfil continua siendo objeto de estudio en la actualidad. Velex et al. [9] presentaron una serie de
desarrollos tedricos para demostrar que la fluctuacion del error de transmision en el ciclo de engrane de-
pende estrechamente de la longitud, profundidad y forma del rebaje del perfil. Bruyere y Velex [10] obtu-
vieron expresiones cerradas aproximadas para el rebaje del perfil que proporciona fluctuaciones minimas
del error de transmision cuasi-estatico bajo carga, mediante el método de las perturbaciones. Chen y Shao
[11] desarrollaron un método de calculo de la rigidez del engrane y el reparto de carga entre dientes de
engranajes rectos con perfil modificado. Bruyere et al. [12] presentaron formulaciones analiticas para la
longitud y profundidad de las modificaciones de perfil simétricas que minimizan las fluctuaciones del
error de transmision cuasi-estatico en engranajes rectos y helicoidales de pequena anchura. Li [13] estudio
el efecto de los errores de alineacion y las modificaciones del perfil en el engrane de dientes rectos.
Ghosh y Chakraborty [14] analizaron la influencia de las modificaciones del perfil en la reduccion de los
niveles de vibracion, en dentaduras rectas.

Recientemente, los autores [15] han presentado un estudio de la influencia de la modificacion del perfil
en la rigidez del engrane y el reparto de carga, para engranajes rectos estandar y de alto grado de recubri-
miento. El desarrollo estd basado en trabajos anteriores [16-19] en los que se obtuvo una expresion apro-
ximada sencilla de la variacion de la rigidez del engrane a lo largo del intervalo de contacto, que se expre-
sa en funcion tnicamente del grado de recubrimiento transversal. Se estudio la deformacion de la pareja
de dientes y el reparto de carga entre parejas en funcion de la carga total, obteniéndose una expresion del
angulo de adelanto del inicio de engrane, y de retraso de la finalizacidén de engrane, para el caso de dien-
tes sin modificacion, asi como la curva de transferencia de carga entre dientes, tanto en la zona de contac-
to no conjugado como en el interior del intervalo de contacto tedrico. Asimismo, y una vez determinado
el angulo de retraso de la rueda conducida respecto de la conductora en cada posicion del intervalo de
engrane, se obtuvo la distribucion de carga entre parejas de dientes con perfil modificado a partir de una
deformacion en cada pareja obtenida por diferencia ente la deformacion correspondiente al angulo de
desfase y la profundidad de rebaje de perfil en el punto considerado. De esta manera se obtuvo una ecua-
cion cerrada, relativamente sencilla, que permite obtener el reparto de carga en funcion de la modificacion
de perfil introducida, pero también la modificacion de perfil requerida para una curva de reparto de carga
preestablecida.

Dado que el angulo de retraso de la rueda conducida es diferente en cada punto de la linea de engrane,
la velocidad de rotacion de esta rueda sufre fluctuaciones ciclicas, aun cuando la velocidad de la rueda
conductora fuese perfectamente uniforme y se trabajara en ausencia de errores de fabricacion y montaje.
Esta fluctuacion de la velocidad de salida es lo que se conoce como error de transmision cuasi-estatico,
que al inducir cambios de velocidad, y por tanto aceleraciones y deceleraciones en la rueda conducida, es
origen de sobrecarga dinamica y vibraciones. En el presente trabajo, y a partir de los fundamentos y desa-
rrollos presentados en [15], se estudia la curva de error de transmision cuasi-estatico para engranajes rec-
tos con y sin modificacion de perfil. Se obtiene una ecuacion que relaciona el error de transmision con la
ecuacion del perfil modificado, cuya expresion resulta lo suficientemente sencilla como para abordar el
problema inverso, de obtener la ecuacion de la modificacion del perfil a partir de la curva de error de
transmision preestablecida.

2. DIENTES SIN MODIFICACION

En el presente apartado se describe el contacto entre dientes rectos sin modificacion de perfil, cuando
trabajan en condiciones de carga. El objetivo, obviamente, es establecer las bases del estudio del contacto
cuando se introducen modificaciones en el perfil, que se desarrolla en los siguientes apartados. Puesto que
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nada de ello es nuevo, la presentacion serd bastante concisa, orientada exclusivamente a lo que pueda ser
necesario para posteriores desarrollos. Un analisis detallado, no obstante, puede encontrarse en las refe-
rencias [15-19].

En lo que sigue, sera necesario hacer referencia a los engranajes de la transmision, como pifion y rueda
—con numero de dientes menor y mayor, respectivamente— en determinadas ocasiones, y como ruedas
conductora y conducida, en determinadas otras. Puesto que el analisis es valido tanto para cajas reducto-
ras como multiplicadoras, y con el fin de no incurrir en incongruencias en la nomenclatura, en adelante
pifiéon y rueda se designaran con los subindices p y w, y las ruedas conductora y conducida con los subin-
dices 1 y 2.

2.1. Rigidez del engrane

La rigidez del engrane K, se puede expresar como [19]:

-1
KM — L+L+L+L+L+L+L
k, k, k  k k., k ky;

xp sp np xw sw nw

)

donde k., ks y k, son las rigideces a flexion, a cortadura y a compresion, y kjy es la rigidez de contacto,
también llamada de Hertz. Estas rigideces se pueden calcular mediante las ecuaciones:

kix - lg_i j( [(yc ~y)cosa, —i’cSen%senaCT %
kl | LbJ. - e(zj:) 2
& :%122

en las cuales E es el modulo de elasticidad del acero, G el mddulo de elasticidad transversal, v el modulo
de Poisson, b el ancho de cara y C; el factor de correccion del potencial por cortadura, que tiene en cuenta
la distribucion de esfuerzos cortantes en la seccion —que, de acuerdo con el teorema de Colignon, no es
uniforme —, y que para seccion rectangular vale C; = 1,2. El resto de parametros que intervienen hacen
referencia a las dimensiones que se muestran en la Fig. 1, en la que el subindice ¢ designa el punto de
contacto C'y 7, es el radio de base.

Fig. 1. Geometria del diente de perfil de evolvente.
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Obviamente, la rigidez K,, depende del punto de contacto, y en consecuencia se podra expresar en fun-
cion de cualquier parametro que defina dicho punto. En este trabajo se utiliza el parametro & que, referido
al punto de contacto C se define como:

2

z r
e
2w\ 3)

Como los parametros & de los puntos de contacto de pifion y rueda, &y &,, respectivamente, estan rela-
cionados por la ecuacion:

Zz-'er

§w+§=1=7tgaﬂ “4)

en la que «’; es el angulo de presion transversal de operacion, la rigidez de contacto se podra expresar en
funcion unicamente del parametro del punto de contacto del pifion, de manera que:

KM = KM (é) (5)

Uno de los resultados mas interesantes de los trabajos anteriores [16-19] es que la variacion de la rigi-
dez a lo largo del intervalo de engrane toma siempre un aspecto como el de la Figura 2a, lo que permitio
obtener una expresion aproximada sumamente sencilla y de elevada precision, de la forma [19]:

Ky (5) = Ky 1y €OS (bo (4: S ))

(6)
donde:
2 -1/2
b, ={1(1.11+‘9—“j —1.17}
2 2
8&
by =+ o

siendo &, el grado de recubrimiento y el subindice inn designa el punto inferior de contacto del pifidn.
Esta ecuacion es valida para dientes con altura de cabeza igual al modulo m y holgura radial de funcio-
namiento nominal. Para diferentes valores de estos parametros, la ecuacion (6) sigue siendo valida, pero
se han de emplear unos valores ficticios de &,y de &, [18].

El valor de Kjs max, @ dia de hoy, todavia no ha sido estudiado en profundidad por ningun autor. Cabe
plantearse buscar una ecuacion aproximada que contemple la influencia de todos los parametros geomé-

1,2 12 7
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(a) Rigidez de engrane (b) Coeficiente de reparto

Fig. 2. Contacto entre dientes sin modificacion de perfil.
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tricos del diente, aunque el trabajo promete complejidad por el elevado numero de ellos que intervienen,
para todos los cuales se habria de encontrar algtn tipo de correlacion. Sin embargo, incluso sin conocer el
valor de K max, la ecuacion (6) se revela de enorme utilidad, por dos razones: primero, porque el valor de
K max s€ podria obtener mediante un unico estudio por elementos finitos (por ejemplo, cuando el contacto
se produce en el punto primitivo de funcionamiento), o un nico proceso de integracién numérica de las
ecuaciones (2), en ambos casos con un coste computacional pequefio; y segundo, porque para muchos de
los calculos que se realizan con la rigidez, ese valor de K, m.x N0 €s necesario, como se mostrara a conti-
nuacion.

2.2. Reparto de carga

El reparto de carga entre parejas de dientes en contacto simultaneo se representa por la ecuacion:

o FE)_ K@)

- 8
TR YK, @) ®

donde R es el coeficiente de reparto, /' la fuerza transmitida por la pareja de dientes, Fr la fuerza total
transmitida, y los subindices i y j hacen referencia a la pareja de dientes considerada y a todas las parejas
de dientes en contacto simultaneo en el instante considerado, respectivamente. Se comprueba que, efecti-
vamente, el reparto de carga, y por tanto el estado tensional del diente, no depende del valor de Ky max.

Por otro lado, la diferencia de los parametros & correspondientes a los puntos de contacto de dos parejas
de dientes consecutivas es igual a 1 [16, 17], de manera que la ecuacion (8) se puede expresar también
como:

_EE) K (9)
R (4)= F YK, (6+(-1))

©)

Reemplazando la ecuacion (6) en la ecuacion (9) se obtiene en coeficiente de reparto de carga de mane-
ra muy sencilla. Para el caso de engranajes rectos estandar, con grado de recubrimiento entre 1 y 2, el
coeficiente de reparto se representa mediante el diagrama de la Figura 2b.

2.3. Error de transmision

Recordando la definicion de rigidez y teniendo en cuenta la ecuacion (8), se tiene que la deformacion de
una pareja de dientes en la direccidon de la fuerza que transmite —es decir, en la direccion normal a los
perfiles en el punto de contacto, coincidente con la linea de presion— verifica:

FE) . F
KMi(é) ZKMJ(é:)

5.(6)= =5(¢)

(10)

Se aprecia que en un instante dado —o en una posicion de engrane dada—, la deformacion de todas las
parejas de dientes es la misma, que no obstante varia con la posicion de engrane, dando lugar al error de
transmision cuasi-estatico. Esta deformacion (&) corresponde en la Fig. 3 con la distancia entre los pun-
tos a y b, y también con la distancia entre los puntos ¢ y d. El angulo ¢, (que también es funcion de &)
representa el retraso angular de la rueda conducida respecto de la conductora, y su valor en cada posicion
de contacto viene dado por:

-1 -1
o(&) F F, .
o) 28 3, (0] - S (-1
Tha Toa \J Toa \'J (11)

En definitiva, queda demostrado que el angulo de retraso de la rueda conducida respecto de la conduc-
tora, que es lo que se conoce como error de transmision cuasi-estatico (QSTE, Quasi-Static Transmission

Error), es inversamente proporcional a la suma de la rigidez de todas las parejas de dientes en contacto en
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Fig. 4. Curva de error de transmision cuasi-estatico teorico (g, = 1,65).

cada instante, y que la variacion de la rigidez a lo largo del ciclo de engrane es lo que ocasiona las fluc-
tuaciones del QSTE.

El QSTE se puede calcular mediante las ecuaciones (11) y (6), si bien sera necesario conocer el valor de
Ky max. Sin embargo, para estudiar como es la variacion del QSTE a lo largo del ciclo de engrane su valor
se puede englobar en un factor de proporcionalidad, de manera que:

0, (&)= [rb;_rj(; cos (by (& +Jj - i))j - P10 [; cos (b, (& +J - i))j‘l

M max

(12)

Para el caso de engranajes estandar —con grado de recubrimiento entre 1 y 2— se obtiene una curva de
error de transmision como la representada en la Fig. 4, en la que se representan también, en linea de tra-
z0s, las curvas de rigidez de cada pareja, y de la rigidez total. Sin embargo, esta curva corresponde a unas
condiciones de contacto ideales, pues en condiciones reales, y debido precisamente al desfase angular
entre las dos ruedas, el contacto empieza antes y termina después de los limites tedricos del intervalo, y
los procesos reales de carga y descarga de los dientes son progresivos, y no a saltos como en la Figura 2b.

2.4. Intervalo de contacto efectivo

La Fig. 5 representa el inicio de contacto real, que se produce cuando la base del diente de la rueda
conductora choca con la cabeza del diente de la rueda conducida, fuera de la linea de presion y antes de
alcanzar el punto de inicio de contacto teérico, representado por e en la figura.

En adelante, la pareja de dientes que inicia el contacto —en el punto /- se designara con el numero 0, y
con nimeros consecutivamente crecientes las que entraron en contacto con anterioridad. La designacion
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Fig. 5. Inicio real del contacto en un diente cargado.

de la tltima pareja de dientes en contacto coincidira por tanto con la parte entera del grado de recubri-
miento £,.

Si a 'y b son los puntos de interseccion de la linea de presion con ambos perfiles (o su prolongacion) al
inicio del contacto en /, el adelanto del contacto viene descrito por el giro del pifion correspondiente al
intervalo [b—e] de la Fig. 5, que de acuerdo con la nomenclatura indicada en la leyenda, viene dado por:

A¢:[A—5j
& (13)

o seria la deformacion de las parejas 1 a £, en el instante justamente anterior al contacto. Puesto que el
valor de A es pequefio, las rigideces de las parejas anteriores (j > 0) en la posicion de la figura y en el
punto tedrico de inicio de contacto e (en que las parejas anteriores estan contactando en el punto & = &,
+ j) son practicamente iguales, de manera se puede aceptar la aproximacion:

F,

T

se—Tr  _
ZKM/ (ginn) ZKM (é:inn +])
J>0 j>0 ( 1 4)

El objetivo es calcular A en funcion de o. Para ello, de la Fig. 5 se deduce que:

A=0O
- —v(n )+ -a', =0

b1 (15)

6 -

inn

donde 6, es el angulo de rodadura del punto de inferior contacto:

ginn = 2_” éinn
o (16)

ri1'y v(ry) el radio y el angulo polar del punto / en la evolvente, o, el dngulo de presion de operacion y
¢ el angulo representado en la figura. r|; y ¢ pueden obtenerse resolviendo el triangulo de vértices el
punto / y los centros de ambas ruedas, O; y O,, del que se conocen dos lados —el radio de cabeza de la
rueda conducida 7,; y la distancia entre centros de operacion—y el angulo ¢, que vale:
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Fig. 6. Relacion entre Ay o.

2

6, =0,-v,-a =A+arctg [’ﬂ”—zj -1-a',

Tha Tha (17)

De la ecuacion (17) se infiere inmediatamente que 71; y ¢ van a depender, y de forma fuertemente no

lineal, del valor de A, de donde se deduce que la ecuacion (15) permitira calcular o en funcion de A de

manera sencilla, pero el problema planteado, que es el inverso: calcular A en funciéon de o, requerira el

empleo de técnicas de calculo numérico. Afortunadamente, es posible encontrar una ecuacion aproximada
sencilla, pero de elevada precision, que facilite los calculos.

La Fig. 6 muestra la relacion entre 0y A. La curva de trazo continuo se ha obtenido a partir de la ecua-

cion (15), dando valores a A y calculando 6; la curva de trazos representa una parabola de segundo grado

bl : P bl (] 8)

Se observa que el ajuste es francamente bueno y que la ecuacion (18), en consecuencia, se puede utili-
zar para el calculo. La manera mas sencilla de calcular el coeficiente C, es dar un valor cualquiera a A,
calcular ¢ con la ecuacion (15) y despejar C, de la ecuacion (18). En el ejemplo de la Fig. 6, C, se calculo
con un valor de A de 0,057y,.

En resumen, el adelanto del inicio del contacto por causa de la deformacién de los dientes produce un
incremento del grado de recubrimiento que se puede calcular como:

As, =Zipg=AfAZO)_a | 1[0
2r 2\ ny 27\ C,\ 1,

con el valor de o que se obtiene de la ecuacion (14). Naturalmente, también se produce un alargamiento
del intervalo de contacto a la salida el contacto. La misma Fig. 5 seria valida para representar esta situa-
cion si se gira 180° y se cambian los subindices 1 y 2. Por consiguiente, el proceso a seguir seria idéntico,
con la salvedad que ahora las rigideces se habrian de calcular en el instante anterior a la separacion de la
cabeza del diente de la rueda conductora, con lo que la ecuacion (14) tomaria la forma:

(19)

F, F, F, 20)

O K@) SK(Er)) SKy (e )

j<0 j<0 j<0
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teniendo en cuenta que ahora el diente j = 0 si se considera en el sumatorio, y que los demas dientes tie-
nen j negativo. Hay, no obstante una ligerisima diferencia y es que, en este caso, el angulo adicional que
gira la rueda conductora en contacto no se expresa mediante la ecuacion (13), sino:

ol
T (21)

No obstante, se puede encontrar una aproximacion parabdlica muy similar a la de la ecuacion (18), de la

bl Cp ! ( )

con lo que el incremento del grado de recubrimiento también se representa por la ecuacion (19).

2.5. Transferencia de carga entre dientes y error de transmision efectivo

A partir del momento en que se inicia el contacto en el punto /, la nueva pareja de dientes se va cargan-
do progresivamente, hasta llegar al punto e de la Fig. 5 (punto inferior de contacto tedrico), en que toma
la carga teodrica que corresponde a ese punto —pues el contacto ya se produce en la linea de presion—, y
que de acuerdo con la Figura 2b ronda el 37% de la carga total. Queda por resolver la cuestion de como es
ese proceso de carga del diente a lo largo del intervalo de contacto adicional.

Si se designa por ¢ el angulo girado por la rueda conductora desde el punto /, inicio real del contacto, el
intervalo de contacto adicional en el inicio viene definido por 0 < ¢ < (A— 9)/rp;. Por otro lado, para una
rotacion ¢ de la rueda 1 dentro de ese intervalo, se cumple:

(A_§)¢:0_(A_5)¢ =1, (23)
donde (A— 9) 4 corresponde al inicio real del contacto y se calcula con las ecuaciones (18) y (14). Como
se discutié mas arriba, en esa posicion, como en cualquier otra, el desfase relativo entre ambas ruedas es
igual en todas las parejas de dientes, pero mientras en las parejas anteriores (j > 0) el dasociado al desfase
coincide con la deformacion de la pareja, en la nueva pareja j = 0 ese J se compone de dos intervalos: el
primero de acercamiento relativo entre los dientes hasta que la base del primero choca con la cabeza del
segundo, que se designara por Jg; y el otro, de valor 6~d;, que correspondera a la deformacion de la pare-
ja 0. En consecuencia, la fuerza que transmite cada pareja de dientes vendra dada por:

Fy (¢) =Ky (¢)(5(¢) ~ & (¢))
Fis (¢) =Ky (¢)5(¢) (24)

Como antes, las rigideces varian muy poco a lo largo del intervalo de contacto adicional, y su valor, pa-
ra cualquier valor de ¢, se puede suponer constante e igual al que toman en el punto superior del mismo:

KMj (¢):KM] (énn) :KM (ginn +]) (25)
en consecuencia, sumando todas las ecuaciones (24), se tiene:
FT = ZF'] (¢) = ZKM/ (é/1/1)5(¢) - KMO (énn)5G (¢)
20 20

_ Fr+ Ky (énn)gc (¢)

D Ky (6)

= (26)

3(¢)

Naturalmente, &g verifica la ecuacion (18), de manera que, teniendo en cuenta la ecuacion (23), se tiene
que el desplazamiento J¢ hasta contactar en la posicion caracterizada por ¢ es:
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Fig. 7. Coeficiente de reparto de engranajes sin modificacion de perfil bajo carga.

b1 1 T (27)

Las ecuaciones (26) y (27) permiten conocer oz y ¢ en funcion de ¢, de manera que el reparto de carga,
obtenido a partir de las ecuaciones (24), es:

B Kla) [ 0.0 Kl [, [(8-08),-ng)
MO, ‘;Kmn)(l 6<O>J‘;KW<;W,>1 e

R, (¢) = Fi (¢) Ko (énn) 1 Ko (é’nn) [(A - 5)¢:0 - rm¢]

= +
BoXKy (&) ZEe(E) (8-9), o

Se aprecia que la curva de carga de la pareja de dientes 0 es una parabola, cuyo vértice se localiza en el
punto inferior de contacto teodrico, &= &,,. La Fig. 7 representa la curva de reparto de carga en condicio-
nes reales, para un engranaje recto con grado de recubrimiento entre 1 y 2. Cabe hacer constar, no obstan-
te, que el proceso seguido y las ecuaciones desarrolladas son igualmente validos para grados de recubri-
miento mayores que 2.

En cuanto al error de transmision, se puede comprobar ficilmente que las ecuaciones (11) y (12) conti-
nuan siendo validas en los intervalos de contacto en que todas las parejas de dientes estén en contacto
dentro de la linea de presion, pues todas las hipotesis sobre las que se desarrollaron ambas ecuaciones se
cumplen igualmente en los puntos de estos intervalos. E1 QSTE, en cambio, es diferente cuando alguna
pareja —la inicial o la final— est4d contactando fuera de la linea de presion. El desfase entre ambas ruedas,
medido en la linea de presion, en estos otros intervalos de contacto se puede obtener mediante las ecua-
ciones (26) y (27):

FT + KMO (éﬂn)%((A - 5)¢:0 - 7”171¢)2

SK, (6) Sk, (6]

J20 J20

5(¢) _ Fr+ Ky, (5[/1/1 )50 (¢) _ (29)

Se aprecia que varia con el giro del pifion segiin una parabola de segundo grado, con vértice de nuevo
en el punto inferior de contacto tedrico. En la Fig. 8 se muestra la curva de error de transmision efectivo,
con la correccion de la ecuacion (29), en la que se ha incluido también la modificacion introducida por el
alargamiento del contacto al final del intervalo de contacto. La influencia es totalmente simétrica, y su
ecuacion se obtendria mediante un desarrollo idéntico al que se acaba de presentar para el alargamiento al
inicio del contacto.
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Fig. 8. Curva de error de transmision cuasi-estatico efectivo (g, = 1,4).

Fig. 9. Perfil modificado con rebaje de punta.

3. DIENTES CON PERFIL MODIFICADO

El objetivo que se persigue con la modificacion del perfil es evitar el choque entre dientes que se pro-
duce fuera de la linea de presion por efecto de la deformacion de los dientes bajo carga. A la vista de la
Fig. 5, parece evidente que si rebaja la cabeza de la rueda 2 —o el punto correspondiente en la base de la
rueda 1, aunque seria mas complicado— una cantidad igual al valor de &(&;,,), dado por la ecuacion (14), y
en direccion normal al perfil, el inicio del contacto se retrasaria hasta el punto e de la figura, es decir, al
punto de inicio de contacto teorico, &,,. De esta manera, el engrane se produciria de forma suave, sin
choques, y en el lugar apropiado.

La Fig. 9 muestra el perfil de un diente con rebaje. El rebaje en cada punto del perfil se mide en la per-
pendicular al perfil de evolvente, y el mayor de todos —el de la cabeza de la rueda 2, que debe valer
O(&inm)— se conoce como profundidad de rebaje del perfil. Los rebajes se van haciendo progresivamente
menores, hasta anularse en un punto donde el perfil rebajado entronca con el perfil de evolvente. La dis-
tancia entre el punto de cabeza y este punto de entronque define la longitud de modificacion o rebaje.
Finalmente, la ecuacion de la curva del perfil modificado entre los dos puntos anteriores define la forma
de la modificacion.

En lo anterior, los puntos de contacto se han venido caracterizando por el parametro &£ del punto del per-
fil de la rueda conductora. Del mismo modo, el rebaje en cada punto se definird en funcion del parametro
& del contacto de ese punto, que coincidira con el & del perfil s6lo cuando el rebaje se realice en la rueda
conductora. A modo de ejemplo, se acaba de indicar que el rebaje necesario para desplazar el inicio del
contacto al punto tedrico es J(<&;,,), cuando, si se opera en la cabeza de la rueda conducida, hace referen-
cia al punto &,,, que es el que engrana con &,,.
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El rebaje en cada punto dz(<) se medira siempre en la direccion perpendicular al perfil de evolvente en
el punto. El punto de finalizacion del rebaje, donde entronca con el perfil de evolvente, se designara por
&4, y se denominara —tal vez impropiamente— longitud de rebaje, y se designara por A, a la diferencia de
los parametros & de los extremos del rebaje, y por tanto, A, = &, — &, para el rebaje al inicio del contac-
to, y Aé. = &, — &, al final del mismo. La razén de esta denominacion es que esa longitud de rebaje serd la
longitud del intervalo en el que afecta el rebaje, en los diagramas de rigidez, coeficiente de reparto y error
de transmision, como los de las Figuras 2, 4 y 7. Ademas, se supondra que en todo momento hay al me-
nos una pareja de dientes en la que ambos perfiles contactan en puntos de la evolvente; y que el contacto
de puntos de un perfil rebajado se produce siempre con puntos del perfil de evolvente del diente contrario.
Es evidente que de no cumplirse alguna de estas dos hipdtesis no se podria asegurar que el engrane se
produzca dentro de la linea de presion, que es exactamente lo que se pretende conseguir con la modifica-
cion del perfil. Se supondra finalmente que el rebaje en el inicio del contacto es el adecuado para retrasar-
lo hasta el punto de inicio tedrico; es decir, r(&inn) = 0(&un), calculado con la ecuacion (14).

3.1. Reparto de carga

En este caso, el o asociado al desfase entre ambas ruedas tendrd de nuevo dos componentes: la necesa-
ria para absorber el rebaje y que los perfiles se toquen, que sera igual al rebaje en el punto considerado, y
la que produce deformacion en la pareja de dientes; en consecuencia:

5,(¢)=8(¢)=6,($) (30)

donde el subindice j designa la pareja de dientes, y donde J; (&) es distinto de 0 para al menos un valor
de j. De acuerdo con ello, la fuerza en cada pareja y la fuerza total vienen dadas por:

Fry(§) =K,y (£)(5(8) =6, (¢))
£y :ZF./'(SZ):ZKM/ (5)5(5)_ZKM(§)5R;' (5)

720 720 720 31
de donde:

Fr+ 2 Ky ()0 (¢)

A e

720

R@) -l 1 L3k, (00, (9)-0, )

T Jj20

J20 (32)

La ultima ecuacion proporciona la curva de reparto de carga a lo largo del intervalo de engrane. Se trata
de una formulacion absolutamente general, valida para cualquier forma y longitud de rebaje, sin mas res-
tricciones que las ya mencionadas:

e La profundidad de rebaje es la apropiada para desplazar el inicio real del contacto al punto de
inicio de contacto teorico.

¢ En todo momento, al menos una pareja de dientes contacta en puntos del perfil de evolvente,
que es lo mismo que decir que al menos un &; (&) es distinto de 0.

e Los puntos rebajados de un perfil contactan con puntos del perfil de evolvente del diente con-
trario.

En realidad, esta tltima restriccion no es tal, pues en caso de que el contacto se produjera entre perfiles
rebajados, la ecuacion (32) seguiria siendo véalida siempre que se tomara como d; (&) la suma de los reba-
jes en ambos perfiles. Lo que ocurre es que, desde un punto de vista constructivo, es mas sencillo inducir
el rebaje en un solo diente que repartirlo entre los dos.
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Fig. 10. Transferencia de carga en un engranaje HTCR de ¢,=2,4, con A& =0,5y A& =1,1.
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Fig. 11. Transferencia de carga continua (g, = 1,45y &, = 2,2).

Por otro lado, el rebaje no debe alargarse mas alla del intervalo de mayor nimero de parejas en contacto
(intervalo de contacto maximo). En efecto, en engranajes de grado de recubrimiento menor que 2 no se
cumpliria la segunda restriccion —pues el rebaje afectaria al intervalo de contacto inico—, y aunque en
engranajes de alto grado de recubrimiento se podria tener una pareja contactando en el rebaje y otra en la
evolvente en el intervalo de contacto minimo, no produce ninguna mejora ni en la suavidad del contacto,
ni en la carga maxima sobre los dientes, ni en el error de transmision, como se verd mas adelante. En todo
caso, la ecuacion (32) es totalmente valida, y permite obtener la curva de reparto de carga en esta situa-
cion. La Fig. 10 muestra el coeficiente de reparto de un engranaje recto de grado de recubrimiento 2,4,
con rebaje lineal de longitud A& =0,5y A& =1,1.

En lo que sigue se supondra que el rebaje afecta unicamente a la tltima pareja de dientes en contacto, y
en el intervalo inferior de contacto maximo, es decir, el intervalo &, < £< &, +d,,, donde d,, representa la
parte decimal de &,. La tnica particularidad es que, si en algin momento fuese necesario un rebaje nega-
tivo, no se materializara, como es natural, ensanchando el diente, sino que se rebajara la cabeza del diente
que esté finalizando el engrane en ese momento.

De acuerdo con ello, se tiene que d; (&) = 0 para &> &,,+d,, y por consiguiente también para j > 0. In-
troduciendo esta condicion en la ecuacion (32) se obtiene la siguiente expresion para la curva de reparto
de carga:

R (@)1 L5, (90,4

R, (5) = S ((;:) (1 LKMO (5)51?0 (6)}

YK, (O F
20 (33)
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Es de destacar que la primera de estas ecuaciones permite conocer no solo la curva de reparto para una
forma de rebaje dada, sino también la forma de rebaje requerida para una curva de reparto, es decir, para
una curva de transferencia de carga, predefinida. En la referencia [15] se pueden encontrar las ecuaciones
del rebaje que asegurarian un proceso de transferencia de carga continuo, tanto para engranajes estandar
como de alto grado de recubrimiento, como aparecen representados en la Fig. 11.

Por ultimo, cabe mencionar que, teniendo en cuenta que el rebaje en el punto &, coincide con la de-
formacion de los dientes anteriores en ese punto, justo antes del inicio del contacto del nuevo diente, de la
ecuacion (14) se deduce que:

FT = Z;KMJ (‘finn)éko (é:fnn) (34)

con lo que la ecuacion (33) se puede escribir como:

ke[ ZE95©)

MO J>0

R, (5)_ ZKM/' (5) 1= ZKM/ (5,-,,,,)5120( imz)

Ra(E)- KM,(g) Ko (& ) 0 ()
i>0 Z KM; Z KM/ ,,m Oro gzm’l )
> Z (35)

que expresan los coeficientes de reparto en funcion de la profundidad de rebaje en el punto de inicio de
contacto —cabeza de la rueda conducida— en lugar de la fuerza total transmitida.

3.2. Error de transmision

Durante el desarrollo que se acaba de presentar, ha aparecido como resultado intermedio, necesario para
obtener la curva de reparto de carga, la expresion de 0(&) reflejada en la primera de las ecuaciones (32).
Como se discutio en la Seccion 2.3, esta distancia o(&) esta directamente relacionada con el angulo de
retraso de la rueda conducida, y por tanto con el error de transmision cuasi-estatico:

()
p.(2)=2
b2 (36)
Por consiguiente, se estudiara el QSTE mediante el analisis de las variaciones de J(<) a lo largo del ci-
clo de engrane, pues ambas magnitudes estan relacionadas mediante un simple factor de proporcionali-
dad.
Para este analisis se introducird un ligera modificacion en la Ecuacion (32): puesto que el rebaje en el

punto &, ha de ser igual al valor de d en el instante anterior al inicio del contacto, de la misma ecuacion
(32) se tiene:

FT + ZKM/' (énn )5R/ (‘finn)
5(51'"" ) = Z KW/ » =0y (ginn)
= (37)

con lo cual:

Fr = 2Ky (60| Geo (610) =5 ()]

= (38)

y por tanto:
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Z KM/ (§,-,m )[51«) (énn ) - §R/ (5,-,1,1 )] + Z KM/ (5) 5Rj (‘f)

5(5) =22 ZKM/' (f) =

20 (39)

expresion que puede dar una idea mas intuitiva de la variacion del QSTE al no depender de la fuerza total
transmitida F7. Si como en el caso anterior, se admite que el rebaje afecta inicamente al diente 0 y no mas
alla del intervalo inferior de contacto maximo, las ecuaciones (32) y (39) se simplifican, quedando de la
siguiente manera:

_ FT +KM0 (5)51?0 (5) B ;KM/ (é:inn)é‘ko (5inn)+KM0(§)5RO (Sg)

2. Ky (&) 2. Ky (&)

720 J20 (40)

5(¢)

La ecuacion (40) proporciona directamente el valor de &(<&), y por tanto del error de transmision cuasi-
estatico, en funcion de la curva de rebaje, sea cual sea la forma, longitud y profundidad. Pero se aprecia
que también permite obtener, de manera inmediata, la curva de rebaje requerida para una curva de QSTE
predeterminada:

> Ky (£)8()-F
5R0(§) =&

Tedricamente, la ecuacion (41) permite controlar el error de transmision, y darle cualquier forma que se
desee; haciendo abstraccion, eso si, de si el rebaje que se obtenga se puede fabricar en la practica o no.
Pero si en esta fase del analisis se hace abstraccion de ello, parece posible, en principio, obtener cualquier
forma de curva de error sin mas que modificar el perfil con el rebaje que proporciona la ecuacion (41),
cuyo manejo es ademas extremadamente sencillo.

Desafortunadamente, la cosa no es tan simple. Las restricciones que se han ido introduciendo hasta lle-
gar a la ecuacion (41) han de continuar verificdndose, como es natural, para cualquier resultado que se
obtenga a partir de esa ecuacion, pues de otra manera tal resultado no seria valido. A modo de ejemplo, la
primera idea que sugiere la ecuacion (41) es obtener la ecuacion de o (&) que hace nulo el QSTE, o lo
que es lo mismo, que hace (&) constante. Pero si (&) es constante y 0(&;,,) justo antes del inicio del
contacto del diente O tiene que ser igual a oz (&), se tendrd que cumplir:

5(&) ZCte:é‘RO(émz) (42)
Sustituyendo en la ecuacion (41) se obtiene un valor de Fr para £= &,,,.:

F, = gOKM,- (&0)8 (&) = Kigo (E0) 5o (€)= ZOKM, (&.,)8(&0) )

que introducido en la propia ecuacion (41) proporciona una curva de rebaje:

5(e) 259X K (Gm)

Oro (é’:imz) Ky (5) (44)

Teoéricamente, con un rebaje como el de la ecuacion (44), el QSTE, es decir, el angulo de desfase entre
la rueda conductora y la conducida seria constante, y consecuentemente, la velocidad de salida seria uni-
forme. El problema es que, si se representa el rebaje de la ecuacion (44) se obtiene una curva como la de
la Fig. 12. Se puede observar que al principio el rebaje presenta una forma mas o menos lineal; pero llega
un punto —que coincide con el instante en que la mas alejada de las parejas en contacto finaliza su engra-
ne— en el que el rebaje desciende bruscamente. Es un resultado razonable: en el momento en que una pa-
reja de dientes finaliza su engrane, la rigidez del conjunto disminuye bruscamente, por lo que la rueda
conductora tenderia a acercarse a la conducida, aumentando el angulo de retraso, y consecuentemente el
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Fig. 13. Curva de QSTE para dientes con rebaje lineal al inicio del engrane (g, =2,5).

valor de 0(¢&). Para evitarlo, y que d(<£) contintie siendo constante, habria que ensanchar el diente, para
que asi aleje al diente conducido, con la misma brusquedad con que la rigidez disminuye, lo que se tradu-
ce en un rebaje de perfil que, obviamente, no es realizable ni eficaz en la practica, como se puede apreciar
en la misma Fig. 12. Es verdad que el salto no seria en realidad tan brusco, pues como se discuti6 en el
apartado 2.5, si el perfil no se modifica en la salida del engrane, la variacion de la rigidez es parabdlica, y
el rebaje seria algo mas suave; pero el aspecto del perfil del diente seria practicamente el mismo.

Con el rebaje del perfil en el inicio del contacto se consigue que los saltos en los valores de la rigidez y
del QSTE a la entrada de una nueva pareja de dientes —los saltos hacia abajo de las curvas de las Fig. 4 y
8— se suavicen. La Fig. 13 muestra la curva del QSTE para un rebaje lineal. Obviamente, un rebaje igual
en la finalizacion del contacto producira un suavizado idéntico en los saltos hacia arriba.

Como es natural, ambas curvas de QSTE, con y sin rebaje, son coincidentes en los puntos del intervalo
de contacto en que ninguna pareja de dientes contacta en la zona rebajada. Por consiguiente, si se tiene en
cuenta que la ecuacion (41) se dedujo para rebajes que afectaran solo al intervalo inferior de contacto
maximo, las diferencias entre las curvas de QSTE estaran localizadas en los intervalos en que alguna pa-
reja de dientes contacte en puntos del rebaje, y por consiguiente en los intervalos de contacto maximo.
Pero si el valor del QSTE no se altera en los intervalos de contacto minimo —en los que alcanza su maxi-
mo valor— y también ha de ser coincidente en algin punto del intervalo de contacto maximo —en el que
alcanza el valor minimo—, la consecuencia es inmediata: no es posible reducir la amplitud de fluctuacion
del error de transmision cuasi-estatico. O dicho de otra forma, solo es posible actuar sobre la forma de la
curva de error.

A pesar de que la conclusion a que se acaba de llegar limita notablemente el campo de utilizacion de la
ecuacion (41), el control sobre la forma de la curva todavia ofrece un margen para la optimizacion de la
transmision, que vale la pena explorar.
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4. OPTIMIZACION DE LAS CURVAS DE REPARTO DE CARGA Y ERROR DE
TRANSMISION

Como se ha indicado con anterioridad, la fluctuacion del error de transmision, es decir, del desfase rela-
tivo entre pifion y rueda, provoca variaciones en la velocidad de salida aun cuando la de entrada perma-
nezca constante. Y si hay variaciones ciclicas de velocidad significa que hay aceleraciones y deceleracio-
nes, también ciclicas, sobre el diente. Estas aceleraciones y deceleraciones ciclicas son el origen de la
sobrecarga dinamica.

Ya se ha discutido que esas variaciones de la velocidad no son evitables, por lo que tampoco son evita-
bles las sobrecargas dindmicas que inducen. Pero la carga dindmica méaxima que aparezca sera directa-
mente proporcional a la maxima aceleracion instantanea, es decir, a la maxima variacion instantanea de la
velocidad. Parece, por tanto, que un criterio de optimizacion razonable podria ser intentar minimizar el
valor méximo de la variacion instantanea de la velocidad.

En la Fig. 13 se puede apreciar que la aceleracion instantanea maxima se presenta en el punto en que la
pendiente de la curva de QSTE sea maxima (en valor absoluto). Y si esa pendiente maxima ha de ser
minima, se ha de cumplir que la curva de QSTE sea una recta, desde el punto de inicio del contacto hasta
el punto medio del intervalo inferior de contacto maximo, como la que se representa en la Fig. 14. Como
se aprecia facilmente, es necesario un rebaje simétrico en la finalizacion del engrane, que gobierne el
segmento derecho de la V, para evitar el salto de subida. Este rebaje se calcula de idéntica forma a como
se calcula el primero, por lo que se omitira su desarrollo; pero sin olvidar que, para un QSTE como el de
la Fig. 14, ha de ser considerado.

La curva de error de transmision deseada en la primera mitad del intervalo es:

5(§)=5min+%(§m+d7“—§) para finngggginn+d7a

2 (45)

donde S.x Y Omin SON los valores del den los dos extremos del semi-intervalo, que coinciden con los valo-
res de o en los mismos puntos de la curva del diente sin rebaje, y por tanto:

F,
s = (&) :ZTT@)

70

é‘min = 5(5[1111 + d_;\J = FT d
Z KM/ [éfﬂﬂ + Zaj
=0 (46)
y por otro lado:
FT = Z KM/' (éilm )5 (‘finn ) = z KM/ (ginn )§R0 (éinn )
J>0 J>0 (47)

Reemplazando las ecuaciones (45), (46) y (47) en la ecuacion (41) se obtiene la curva de rebaje que mi-
nimiza la sobrecarga dinamica. Aunque el procedimiento de obtencion de la féormula es sumamente senci-
llo, la expresion resultante es farragosa y no aporta nada especial, razon por la que se omite su desarrollo.
Su representacion grafica, para un engranaje estandar y otro de alto grado de recubrimiento, se muestra en
los diagramas de la Fig. 15.

La Fig. 16 representa los diagramas de reparto de carga asociados a estos rebajes. En ambos casos se
aprecia un proceso de transferencia de carga continuo, muy similar a los de la Fig. 11. Esto proporciona
un primer resultado interesante, pues queda probado que una modificacion del perfil 6ptima desde el pun-
to de vista de minimizar la sobrecarga dinamica, es también 6ptima desde el punto de vista de asegurar la
continuidad en la transferencia de carga. Sin embargo, esta aparentemente feliz coincidencia no es sino la
consecuencia de una segunda conclusion que se puede extraer de lo anterior, que es la escasisima influen-
cia de la forma del rebaje en el reparto de carga.
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En efecto, la modificacion del perfil afecta al reparto de carga tinicamente en los intervalos en los que el
contacto se produce en puntos del rebaje, y fuera de esos intervalos coincide con la curva de reparto teori-
ca, como se puede observar en la Fig. 17, que representa la curva de reparto de carga con un rebaje de
pequefia longitud tanto en la cabeza del pifion como en la de la rueda. Los intervalos de la curva de repar-
to correspondientes a las zonas de rebaje tienen los extremos perfectamente definidos; por ejemplo, para
el primer intervalo: R =0 en £= &, si la profundidad de rebaje es la adecuada al principio y al final del
intervalo de contacto, y R = Ry(&t&) en E= &, &, siendo R el coeficiente de reparto de la pareja de
dientes sin rebaje. En definitiva, la profundidad de rebaje determina el primer punto de los intervalos, y la
longitud de rebaje el segundo. Entre ambos, la forma del rebaje determinara la curva de coeficiente de
reparto que los une.

Sin embargo, si se tiene en cuenta que el eje de abscisas representa una magnitud proporcional al angu-
lo girado por el pifidn, por diversas que puedan ser las formas del rebaje, pero admitiendo que han de ser
funciones continuas y derivables de la variable espacial, la curva de coeficiente de reparto va a salir siem-
pre con aspecto muy similar al de una recta. Ademas, a diferencia de la curva de error de transmision, en
la que todo lo que se alejara de una recta, con igual pendiente en todos sus puntos, suponia la existencia
de puntos de mayor pendiente, y por tanto de mayor carga dinamica, en el caso del reparto de carga, que
la curva coincida exactamente con una recta, o s6lo se aproxime a ella, a efectos de funcionamiento es
totalmente irrelevante.

En cambio, es de destacar que si la longitud de rebaje en la cabeza de ambos dientes es igual a la mitad
de la parte decimal del grado de recubrimiento, los dos intervalos de la curva de reparto de carga se en-
cuentran en el punto medio del intervalo de contacto méximo, y por lo que se acaba de discutir, el resulta-
do sera siempre una curva como las mostradas en la Fig. 16. Esto es lo que ocurre con el rebaje para mi-
nima carga dinamica, y de ahi la coincidencia de que también sea 6ptimo desde el punto de vista del re-
parto de carga.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado un modelo de reparto de carga y de error de transmision cuasi-
estatico para engranajes rectos con modificacion de perfil, valido indistintamente para engranajes estandar
—con grado de recubrimiento entre 1 y 2—y de alto grado de recubrimiento —entre 2 y 3—. Esta basado en
la hipotesis de que el retraso de la rueda conducida respecto de la conductora debido a la deformacion de
los dientes bajo carga es el mismo en todas las parejas de dientes en contacto simultaneo. Esta hipdtesis se
obtiene de aplicar la condicion de energia de deformacion minima a un medio elastico en el que la rigidez
es independiente del desplazamiento. Ello permite un planteamiento muy intuitivo del problema, en el
que el comportamiento de la pareja de dientes viene descrito por la condicion de que el desfase en la linea
de presion tiene que ser igual a la deformacion de la pareja més el rebaje de la misma, en cada punto de
contacto.

Partiendo de una expresion aproximada de la variacion de la rigidez de la pareja de dientes a lo largo de
la linea de engrane, previamente desarrollada y contrastada, se ha obtenido la curva de error de transmi-
sion para engranajes sin modificacion de perfil, dentro del intervalo de contacto teorico, asi como el in-
cremento de la longitud de contacto por la deformacion de los dientes y la curva de reparto de carga en
ese intervalo de contacto adicional, que se ha demostrado que se ajusta perfectamente a una parabola de
segundo grado, para la que se ha obtenido una ecuacion aproximada sencilla, de muy elevada precision.
Del mismo modo, se ha obtenido también la curva de error de transmision en este intervalo de contacto
adicional.

Con idéntico planteamiento, y mediante un desarrollo totalmente paralelo, se han obtenido las curvas de
reparto de carga y de error de transmision para engranajes con modificacion de perfil, y se han desarrolla-
do las ecuaciones correspondientes en funcion de la profundidad, longitud y forma del rebaje. Gracias a la
simplicidad de la formulacion utilizada, las ecuaciones obtenidas permiten expresar no solo el coeficiente
de reparto y el error de transmision a lo largo del intervalo de engrane en funcidn de la ecuacion del reba-
je, sino también la ecuacion del rebaje requerida para una curva de reparto o de error de transmision pre-
determinadas.
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Desafortunadamente, las restricciones el problema limitan considerablemente el campo de eleccion de
las funciones objetivo, en particular de la funcidon de error de transmision. En efecto, la profundidad del
rebaje debe coincidir con la deformacion de las parejas anteriores en el punto inferior de contacto tedrico;
por otro lado, la longitud de rebaje no debe exceder la del intervalo de contacto maximo; y con ambas
restricciones se concluye que no es posible reducir la amplitud de variacion del error de transmision.

Se ha demostrado que los rebajes que proporcionan transferencia de carga continua son los rebajes si-
métricos, que se aplican en la cabeza de ambas ruedas, con una longitud en cada una igual a la mitad de la
del intervalo de contacto maximo. También se ha obtenido la ecuacion del rebaje simétrico que minimiza
la carga dinamica que ocasiona la variacion de la velocidad del diente debida a la fluctuacion ciclica del
error de transmision cuasi-estatico, y se ha comprobado que este rebaje también proporciona transferencia
de carga continua.

Las hipotesis establecidas a lo largo del desarrollo del trabajo (combinacion de rigideces en serie, angu-
lo de retraso igual para todos los dientes y variacion de rigidez insignificante en los intervalos de contacto
adicionales) se alcanzan por la aplicacion de principios perfectamente validos para el caso de los dientes
de engranaje (trabajo dentro del rango de rigidez independiente de la deformacion, energia de deforma-
cion minima, y longitud muy pequeiia de los intervalos de contacto adicionales, respectivamente). Sin
embargo, no se ha tenido en cuenta la influencia de factores como los errores de alineacion de los ejes, los
errores de fabricacion o las vibraciones inducidas por los choques entre dientes, que podran establecer
limitaciones a la aplicacidon del método propuesto.
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CONTROL OF THE QUASI-STATIC TRANSMISSION ERROR BY TIP RELIEF
OF INVOLUTE SPUR GEARS

Abstract — This work presents a study on the influence of profile modifications in the load sharing and the
transmission error functions, for involute spur gears. A calculation method for the meshing stiffness for tooth
pairs with modified profile has been developed which is valid for any amount, length and shape of modification
—including of course the case of no modification— and for contact both inside and outside the pressure line. The
curves of the load sharing and the delay angle have been obtained from the variation of the meshing stiffness
along the path of contact. For both curves, simple approximate equations are presented which enable to solve
the inverse problem, i.e., the equation of the required profile modification for predefined functions of load shar-
ing or transmission error.

Keywords — Spur gears, Meshing stiffness, Transmission error, Load sharing, Tip relief.



