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Resumo — Este trabalho visa o estudo de distribuicdo de tensdes em placas com multiplos orificios circulares, em
situacdes que a obtengao de solugdo analitica ou experimental é inviavel devido a complexidade e custo da mesma.
Convergéncia de malhas e de pontos de Gauss ndo esta incluida nesse estudo. Serdo feitas diversas analises em
placas com configuragdes varidveis de multiplos orificios, dispostos de maneira ordenada na placa. Como resul-
tados s@o esperados: Distribuicdo de tensdes para diferentes configuragdes de orificios circulares, comparativos
com solugdes pré-existentes e obtengdo de curvas de tendéncia que descrevam o comportamento das distribui¢des
em casos extremos.

Palavras-chave — Concentrago de tensdo, placas com multiplos orificios, analise computacional de placas.

1. INTRODUCAO

Irregularidades de forma tais como buracos, cavidades e rachaduras sdo aqui referidas como descontinui-
dades geométricas e sdo levadas em consideracdo pela introducdo do conceito de concentragdo de tensdo.

A introducao de orificios, entalhes e rasgos em elementos de maquinas, equipamentos e pecas em geral,
¢ procedimento comum, visando atender necessidades funcionais destes. Entretanto, a presenca dessas ir-
regularidades de forma ndo apenas diminui a area resistente dos componentes, como promove a ampliacdo
do campo de tensdes no seu entorno, demandando atengdo especial do projetista quanto a sua resisténcia
estrutural nesses casos.

O problema da placa com orificio aparece como um dos exemplos mais comuns no estudo de fatores de
concentracao de tensao, ilustrando diversos conceitos envolvidos.

A placa com orificio aparece na engenharia em vigas com redes de furos, na costela de asas de avido e
sistematicamente em outras aplicacdes, seja visando a redug@o de peso na estrutura ou a adaptacao e funci-
onalidade de elementos estruturais, seja para passagem de fiacdo ou de dutos de qualquer natureza. Neste
ambito, ¢ essencial conhecer o efeito de tais furos no comportamento geral da estrutura, de modo a possi-
bilitar um dimensionamento ideal para condigdes de trabalho especificadas.

Existe um grande nimero de pesquisas que investigam o comportamento mecanico de placas com orifi-
cio, sendo uma das principais preocupacdes a avaliacdo dos fatores de concentracao de tensao [1-10].

Amplamente estudado, muitos dos problemas de concentracdo de tensdes foram analisados através dos
métodos matematicos da teoria da elasticidade [11,12], permitindo levantarem-se importantes relagdes en-
tre as dimensdes da peca e do entalhe, resultando em um correspondente fator para a elevagdo de tensdes.
Solug¢des analiticas e resultados experimentais obtidos por métodos complexos como o estudo de concen-
tragdo de tensdes por método fotoelastico fazem parte dessas pesquisas. Apesar dos esfor¢os de pesquisa-
dores [13,14], os quais buscam solucdes exatas para tensoes, deformagdes e deslocamentos de uma placa
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retangular com um orificio circular submetida a um momento de flexdo, usando, por exemplo, a funcdo de
tensdo de Airy. Ainda existe uma grande limitagdo no processo de obtengdo da solucdo analitica nos casos
em que a geometria do corpo é mais complexa. Praticamente a totalidade das tabelas especificas de valores
de concentragdo de tensdes foram construidas a partir de fontes como Ryan e Fischer [2] e Frocht e Leven
[15] onde um esforco consideravel de pesquisa foi despendido no desenvolvimento e aplicagdo de métodos
fotoelasticos, com relativo éxito.

Com o crescimento em disponibilidade e proposito de métodos computacionais para analise estrutural,
métodos experimentais vém sendo deixados de lado, dando lugar a extensivas analises com detalhados
resultados [7], de forma que, as respostas encontradas através dos estudos tedricos e experimentais de placas
foram corroboradas através de pesquisas que empregam a solucdo numérica e a aplicacdo de métodos de
analise computacional de placas.

Dentre os varios métodos discretos que foram utilizados para a avaliagdo dos fatores de concentragio de
tensdo, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) apresenta diversas vantagens em relagdo a outros
métodos como o método de elementos finitos (FEM), mais utilizado para os problemas de placas com furo
circular. O Método dos Elementos de Contorno destaca-se dos demais métodos computacionais por ser uma
técnica de contorno e ndo de dominio como as demais [16]. Segundo Cheng e Cheng [17], o0 Métodos dos
Elementos de Contorno pode ser utilizado como referéncia a todos os métodos numéricos para resolugio
de equacdes diferenciais em que se consegue reduzir a malha do dominio para uma malha no seu contorno.
Neste contexto e ao longo dos anos, foram produzidos intimeros trabalhos relativos ao método [17]. Cheng
e Cheng [17] apresentam em seu trabalho a evolugdo do MEC desde os primeiros progressos na Teoria do
Potencial, passando pelas Formulas de Green até chegar as formulagdes integrais, caracteristicas do método.
Desta forma, para aplicagdo computacional em problemas compostos por variaveis espaciais, 0 processo
de discretizacdo s6 se faz necessario no contorno.

Neste trabalho sera avaliado o problema da placa finita com diversos orificios circulares de centros igual-
mente espacados, posicionadas sobre um dos eixos, ¢ submetida a flexdo longitudinal, conforme exemplo
representado na Fig. 1, utilizando o Método dos Elementos de Contorno. Trabalhos anteriores [18] validam
o uso do método para a analise desse caso, com resultados concordantes com a literatura [7].

Gl O

Fig. 1. Placa com orificio circular em flexdo longitudinal.

2. O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A partir de meados dos anos de 1970 o MEC passou por uma evolugdo. A publicacdo de Brebbia e Walker
[16] contribuiu para popularizar o0 método e suas aplicacdes em problemas de engenharia. O Método dos
Elementos de Contorno transforma um modelo matematico formulado por equagdes diferenciais parciais -
que descrevem matematicamente o problema fisico num dominio espacial e temporal - em equacdes inte-
grais envolvendo somente valores de contorno e/ou condigdes iniciais. No contexto da Teoria das Equagdes
Integrais, pode-se realizar essa transformacao através do emprego do Teorema de Divergéncia e apoio de
fungdes auxiliares denominadas solu¢des fundamentais, desde que as caracteristicas dos operadores dife-
renciais viabilizem tais procedimentos. Mas também ¢é possivel realizar tal transformagdo através do esta-
belecimento de uma sentenca consistente do Método dos Residuos Ponderados [16], na qual as solugdes
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Fig. 2. Discretizagdo MEF vs. MEC.

fundamentais fazem o papel de fungdes de ponderacdo. Estas nada mais sdo do que fungdes que podem ou
ndo ser diferenciaveis, mas satisfazem a equacdo diferencial parcial de alguma forma bem definida.

A metodologia envolvida também elimina a necessidade de definir uma estrutura de dados demasiada-
mente complicada, de modo que a discretizagdo em relagdo a sua contraparte nos elementos finitos também
¢ simplificada, como exemplificado na Fig. 2.

No caso da elasticidade linear em um sistema 2-D, t€m-se como ponto de partida a equagdo de Navier,
especialmente conveniente para casos onde as condigdes de contorno de deslocamento sdo conhecidas, que
tem a seguinte forma [19]:

G
Gu; i +—1_20 U, +b,=0

(M

Definindo-se conceitualmente duas por¢des da superficie [';e ', onde os deslocamentos e as forgas de
superficie sdo especificadas respectivamente, de tal maneira que a superficie externa total I" seja a soma
das duas, ¢ possivel escrever a expressao dos residuos ponderados da forma:

J.(O-jk,j +bk)u1t dQ) :J(pk _;k )”Zdr+j(;k —Mk)pZdF (2)
Q I L

Integrando por partes o primeiro termo da (2) duas vezes, levando em consideragdo a equagdo constitutiva
para tensdo-deformacao e suas propriedades, se chega ao seguinte resultado:

J‘(O":M Ju, dC2 +IbkuZdQ = —kauZdF —kau;:dl" +IukpZdF +Iukp,tdl" . (3)
Q ' Q I, T, I T,
E possivel provar a partir da integragio da relagio constitutiva que [19]:
[ yu,d=—[bu,d
a Q )

Ao assumir que a componente by, trata-se de uma for¢a pontual aplicada em um ponto & € QQ, chamado de
ponto fonte, ela pode ser representada pela fungo delta de Dirac, sendo assim:

b, :A(f,x)ej' 5)
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A propriedade da fungdo delta de Dirac da integral do produto permite avaliar o segundo termo da (4),
obtendo-se:

[b7u, d2=u, (e, (©6)
Q

Como consideragao final, a ultima parcela do segundo termo ¢ igual a zero, pois for¢as de corpo ndo sdo
levadas em consideragdo nessa analise. Entdo, a (3) finalmente pode ser escrita da seguinte forma:

Jrpij (€, 0w Cdr (x). (7

Esta expressdo é conhecida como a identidade de Somigliana para deslocamentos. Os termos com aste-
risco correspondem as solugdes fundamentais que também sdo solucdes da equagido de Navier para o caso
em que o termo correspondente a for¢as de corpo na Eq. (1) trata-se de uma forca pontual, podendo ser
representada pela fungdo delta de Dirac. As solugdes fundamentais podem ter diferentes formatos depen-
dendo do tipo de regido e modelo utilizado. Para o problema bidimensional ¢ exposto a uma forga unitaria
pontual, de dominio e superficie infinitos, as solu¢des de Kelvin sdo apresentadas na literatura [19]:

* 1
uij € x) = 1o 555 (B — 4)y; + 1ir ). ®)

1
4an(1-v)r*

pii(€,x) = {[(1 = 2v)6;; + Brr] Z_; - (1 -2v)(rn; —rjny)} ©

A identidade de Somigliana ¢ uma representag@o continua dos deslocamentos em qualquer ponto perten-
cente ao dominio, de modo que a tensdo pode ser obtida diferenciando dita identidade. Porém, nio € possi-
vel obter solucdes satisfatorias com ela a menos que todos os deslocamentos e forgas de superficie no
contorno sejam conhecidos [19]. Para o caso limite, com os pontos fonte sobre o contorno, a identidade de
Somigliana se torna:

Jrpij (€ 0w COdr (x). (10)

Onde o coeficiente introduzido ¢;;(¢) € dependente da geometria e suavidade do local onde o ponto fonte
¢ colocado, permitindo a introducdo de pontos fontes ndo s6 dentro do dominio, mas em sua fronteira e
também fora dele, além de possibilitar o estudo de contornos nao suaves.

Em resumo, o método consiste na discretizagdo do contorno, modelagem das condigdes de contorno,
aplicagdo da (10) na solugdo dos pontos no contorno, aplicagdo da (7) para pontos internos e aplicagdo da
(11) diferenciada para obtencdo das tensdes no dominio, onde se desejar. O resultado da diferenciagdo segue
[19]:

JrPijie (€ ) (x)dr (x). (11

3. VALIDACAO DE RESULTADOS

Apesar de altamente conveniente, a utilizacdo de métodos numéricos para solucao de problemas de modo
geral deve ser acompanhada de bastante cautela. Sempre que houver a possibilidade, os resultados devem
ser respaldados em dados conhecidos e consolidados, de modo a assegurar confianga do método e dos novos
dados.
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Fig. 3. Placa com orificio circular sob flexdo longitudinal mostrando os locais onde foram obtidas as tensdes que deram
origem aos fatores de concentragdo Kig, K, K 'm.

O problema da placa com orificio circular é um caso especifico amplamente estudado, sendo oferecidos
inimeros resultados em literatura relacionada [1-10]. Neste contexto, tem-se no estudo dos fatores de
concentracdo de tensdo uma maneira simples de se validar resultados obtidos por meio do método dos
elementos de contorno, que foi utilizado no presente trabalho. Foram utilizados 3 fatores de concentragdo
distintos, pertinentes ao caso estudado, s3o eles K;4, que ¢ avaliado como a razdo entre a tensdo maxima
(posicao A mostrada na Fig. 3) e a tensdo nominal, em local ndo afetado pelo entalhe (posi¢ao C mostrada
na Fig. 3); K;,,, que € avaliado de maneira similar a primeira, com a tensdo nominal avaliada na secdo
resistente, no limite do entalhe (posi¢do A mostrada na Fig. 3) e K';,,, também avaliado como o anterior,
mas com a tens@o nominal lida no limite da placa (posi¢cdo B mostrada na Fig. 3), ainda na secao resistente.
Peterson [20] define e apresenta valores para os trés tipos de fatores de concentracdo de tensao.

Por se tratar de um caso mais geral e que conta com diversas peculiaridades, a placa com orificio circular
centralizado como na Fig. 4 foi analisada utilizando o método dos elementos de contorno que foi aplicado
no presente trabalho. O carregamento ¢ aplicado de modo a criar situacao de flexdo na placa. Para efeitos
da simulagdo numérica, o problema ¢ considerado em estado plano de tensdes e os elementos utilizados sdo
isoparamétricos lineares.

Comparando-se com diferentes tipos de fatores de concentragdo de tensdo existentes na literatura [20]
para este caso singular, os resultados apresentados em trabalho anterior [18] contam com precisdo
satisfatoria, apesar de sofrerem desvios para razdes entre altura e didmetro do orificio mais elevadas, como
mostrado na Fig. 5.
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Fig. 4. Modelagem do problema da placa com orificio circular sob flexdo longitudinal.
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Fig. 5. Comparacao entre resultados obtidos pelo MEC e Literatura [18].

E possivel ndo s6 atestar o método por intermédio de comparagio de fatores estabelecidos como também
revelar fatos interessantes sobre o caso em analise. O comportamento e ocorréncia das maximas tensoes
em diferentes locais, como na secdo resistente, superficie superior da placa ou ao longo do orificio vem a
reforcar a necessidade de estudos detalhados antes do emprego de estrutura fisica geometricamente similar
[18].

4. SIMULACAO E RESULTADOS

Para o presente trabalho, foram avaliados os casos de placas retangulares com orificios circulares
multiplos, dispostos com centros igualmente espacados horizontalmente no centro da placa, mostrados na
Fig. 6, submetidos as condi¢des de contorno mostradas anteriormente na Fig. 4. Onde a razdo H/W=2 e a
razdo entre a area dos orificios e a area da placa permanecem constantes (razao de 0,19) em todos os casos.
Para o caso de orificio unico, duplo, triplo e quadruplo, a razdo entre o didmetro d do orificio e a altura W
da placa sdao de 0,7, 0,5, 0,4 e 0,35 respectivamente.

W [ d | d, |: / .:
\ -.‘\ . B /J.-' '-\\\-. P ry

f./"'.- - \.- / .. rf_,._.- .. N S P
.-.'\____ /' 5 . / ll.‘..\_l_ __._,-": .'\\_ ) _,/'. * \ I\.____ __/"l I\______d/.

Fig. 6. Representacdo dos casos estudados em escala.
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As malhas utilizadas tém caracteristicas similares. Elas contam com 148 pontos discretizando a superficie
exterior, incluindo 4 pontos duplos nos vértices, 76 pontos em cada orificio igualmente espagados ao longo
da circunferéncia e 39 pontos imediatamente acima de todos os orificios, nas secdes resistentes
subsequentes, observado na Fig. 7.

Os resultados obtidos sdo apresentados nos graficos seguintes, para cada caso estudado (Figuras 8 a 13).
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Fig. 7. Representagdo dos nos das malhas utilizadas.
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Fig. 8. Resultados para 1 orificio.
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Fig. 9. Resultados para 2 orificios.
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Fig. 10. Resultados para 3 orificios.
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Fig. 11. Resultados para 4 orificios.
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Fig. 12. Comparacdo dos resultados na superficie superior.

E apresentada a razdo entre tensdo e carga, S/P (tensdo/carregamento), ao longo da superficie superior (H),
em vermelho na Fig. 7, e também para os pontos internos, em verde na Fig. 7.
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Fig. 13. Comparacdo dos resultados nos pontos internos.
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Fig. 14. Comparagdo do Fator de concentragio de tensdo.

Nota-se um comportamento esperado. A introdugdo de novos orificios age dividindo a carga entre as
secOes resistentes resultantes, diminuindo a tensdo maxima em cada caso. Na Fig. 14 fica claro a progressao
do fator de concentra¢dao K, com a introdug¢do de novos orificios e mantendo a razdo de area removida.
Lembrando que, o fator de concentracdo K, ¢ avaliado como a razdo entre a tensdo maxima (posicdo A
mostrada na Fig. 3) e a tensdo nominal, em local ndo afetado pelo entalhe (posi¢do C mostrada na Fig. 3).

5. CONCLUSOES

O recurso do método dos elementos de contorno aparece como mais um método numérico, capaz de
reproduzir resultados desta natureza, envolvendo analise de concentragdo de tensdes, de uma forma
relativamente simples, que se torna a cada dia mais acessivel e confidvel. Neste trabalho ¢ possivel atestar
sua precisdo e facil aplicacao.
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Ha também observagdes interessantes a se fazer a partir dos resultados. O perfil da tensdo na superficie
superior apresenta minimos na coordenada horizontal dos orificios. Para o caso de dois ou mais orificios, a
ocorréncia da tensdo maxima ocorre na superficie da placa ao invés do orificio, apresentando ainda razao
entre tensdo e a carga maior que a unidade. Ressalta-se também que o perfil de tensdo nos pontos internos
se comporta similarmente entre os multiplos orificios, se comportando como o caso de orificio tinico. A
tensdo maxima diminui a medida que novos orificios sdo introduzidos, de forma que o fator de concentracao
que compara a maior tensao atuante na pega, junto ao orificio, com o valor maximo nominal, relativamente
distante do incidente geométrico, decresce para uma mesma razdo de area removida. Refor¢ando, mais uma
vez, o carater atipico do problema de flexdo em vigas com orificio circular, caso inico em toda a casuistica
da mecanica dos sélidos.

Atenta-se novamente entdo ao cuidado que deve ser tomado ao se empregar estruturas que se equiparam
aos modelos estudados. O conhecimento do comportamento dos perfis de tensdo entre os casos
apresentados entdo permite empregar geometria e material de maneira eficiente em estruturas e alcangar
resultados satisfatorios em remogao de material de qualquer finalidade.
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APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD TO STRESS
ANALYSIS OF PLATES WITH MULTIPLE CIRCULAR HOLES IN PLANE
BENDING

Abstract — The present work aims to study the stress distribution in plates with multiple circular holes,
where an analytical or experimental solution aren’t viable, due to their cost and complexity. Mesh and
Gauss point convergence aren’t included in the study. Numerous plates with different hole
configurations are going to be analyzed. The results expected are stress distributions for the different
configurations, pre-existing solutions comparisons and tendency curves that describe the distributions
behavior in extreme cases.

Keywords — Stress concentration, Plate with multiple circular holes, Computational analysis of plates.








