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Resumen — Las ecuaciones diferenciales (E.D) y los sistemas de ecuaciones diferenciales (S.E.D) surgen natu-
ralmente al estudiar problemas en fisica, mecanica, economia, biologia, etc. Su resoluciéon no es una tarea facil
de llevar a cabo, requiriendo para ello de numerosos calculos. Debido a estos inconvenientes surge esta pro-
puesta, la que consta de cinco secciones, las que se explican brevemente a continuacion. La seccion uno se divi-
de en dos subsecciones, en la subseccion 1.1 se recuerdan conceptos propios de Algebra Lineal, como son ma-
triz polinomial, matriz compaiiera y linealizacion, en la subseccion 1.2, se enuncia un teorema que establece la
solucion de un S.E.D que hace uso de los conceptos recordados en la subseccion 1.1. En la seccion dos se men-
cionan situaciones interesantes en las cuales aparecen S.E.D de distintos drdenes, prestando atencion a los sis-
temas de ecuaciones de segundo orden que surgen en mecanica, como por ejemplo, el estudio de masas acopla-
das unidas por resortes. En la seccion tres figuran ejemplos resueltos junto con un problema de aplicacion, los
que se resuelven por medio de sistemas de E.D de orden superior aplicando el teorema. La seccion cuatro estd
destinada a conclusiones finales, se hara notar fundamentalmente la practicidad del uso del teorema en la reso-
lucién de S.E.D de segundo orden no homogéneos, los que usualmente requieren de numerosos calculos y traba-
jo tedioso para su resolucion, por Gltimo en la seccion cinco se listan las referencias bibliograficas.

Palabras clave — Matriz polinomial, matriz compafiera, linealizacion, ecuaciones diferenciales.

1. INTRODUCCION

Generalmente, nos encontramos con matrices polinomiales cuando estudiamos S.E.D ordinarias con
coeficientes constantes. Estos sistemas forman la base de muchos modelos matematicos y son formulados
para resolver varios problemas de ingenieria. Algunas veces la teoria basica para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias es insuficiente o dificil de implementar, debido a estos inconvenientes
se recurre a otra forma de trabajo, integrando conceptos de Algebra Lineal y Calculo.

Nuestro objetivo es el desarrollo de una teoria espectral para el polinomio de la matriz ménica, para lo
cual comenzamos nuestro analisis con polinomios moénicos por dos razones. En primer lugar, los polino-
mios de matrices surgen frecuentemente en las aplicaciones. En segundo lugar, el estudio de polinomios
monicos permite ver con mayor claridad las principales caracteristicas de la teoria espectral.

La existencia de soluciones de un S.E.D. se justifica usando conceptos relacionados con la teoria espec-
tral de matrices polinomiales, fundamentalmente los conceptos de linealizacion y matriz compaiiera, los
que abordaremos muy brevemente, enunciaremos sin demostracion un Teorema que hace uso de los mis-
mos, el lector interesado en realizar un estudio mas minucioso del tema puede consultar [1] y [2].

1.1. Conceptos basicos

Toda matriz de orden n,
p11(d) o P
L(A) = : : € My, (C(1))
Pn1(d) . Pan(A)
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cuyos elementos son polinomios en A con coeficientes constantes, puede ser expresada por:
l
L) = A2 + A 27+ + AL+ Ay = Z AN (1)
j=0

L(A) expresada en la forma (1) es llamada matriz polinomial de grado [. Cuando A; = I, siendo I la ma-
triz identidad, la matriz polinomial es llamada monica. Las matrices A; son cuadradas de orden n con
elementos complejos y [ es el nimero natural representando el mayor grado de los polinomios p;;(4).

Dos matrices A(4) y B(4) del mismo orden son equivalentes y escribiremos A(4)~B (A1), si existen ma-
trices inversibles E (1) y F(A) tal que A(1) = E(A))B(A)F ().

Primero encontraremos una matriz polinomial lineal Al — A que sea equivalente a una matriz polino-
mial ménica dada L(A). Esta claro que no existe tal linealizacion si la atencion se limita a las matrices de
orden n X n (el tamano de L(4) es el mismo). Para hacer posible la equivalencia de un polinomio lineal
L(A) a un polinomio lineal AI — A, debemos extender el tamafio de nuestras matrices y elegir una matriz
polinomial Al — A de orden n. L.

Lema 1.1.1 Al — Ay Al — B son equivalentes siy solo si A y B son similares.

Todo polinomio ménico p(1) = A* + a;_4 A1 + -+ a;4 + a, tiene asociada una matriz de orden
[ X [ llamada matriz compatfiera, definida como sigue

0 1 0 0
=0 0 1 - 0
—Qp —a;—az .. —0a;

con la propiedad det(AI — Cp) =pA).
Trasladando este concepto a matrices, obtenemos que cualquier matriz polinomial moénica L(1) =
ﬁ':o A;j M tiene asociada una matriz de orden [.n definida por

0 I, 0 =« 0

0 0 Iy -~ 0
G=1y e @)

—Ao —A1—4y .. —A,

llamada matriz primera compafiera de L(4).
Sean las matrices de orden n. [

I 0 0 0
l=ar 1 0 -« o0
F) =17 c 0
0 0 0 —Al I
%
Bi-1() B_,(1) B,_3(4) By(1)
—I, 0, 0, 0,
E(A)=i O ~h 0 v O i
o 0, 0, 1, 0, |
con

Bix(A) = AKI + R ARA parak = 1,1 = 1y Bo(D) =1,

Es sencillo verificar la igualdad
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ED G- =[G )

] F(A)

L(A) 0
Estoes, Al,; — C;~ [ (0 ) I ] y se verifica ademas que det(Al,,; — C;) = det(L(1))
p
La matriz AI,,; — A es llamada linealizacion de L(A) (también se suele decir que A es la linealizacion de

L(L)).

Lema 1.1.2 Para cualquier complejo A que no sea autovalor de L(A) se verifica la siguiente ecuacion:
L] =P (A = C)7'Ry
donde
Pp=[, 0 .. 0]€M,

0
Ry = !] € My 1xn
Iy

1.2. Soluciéon de E.D. Aplicacion de la matriz primera compaiiera

En esta subseccion se muestra como la matriz (2) es usada para resolver ecuaciones diferenciales ho-
mogéneas y no homogéneas conectadas con una matriz polinomial L(1) = A" + 25-;%, AjA de orden n.
Teorema 1.2.1[1] Dada la E.D.
-1

L(%)x(t) = dtl Z j d;J =f@,

donde f(t) es una funcion vectorial n —dimensional continua sobre t € (—oo, ), entonces la solucion
esta dada por la formula

t
x(t) = PietCix, + Plf et=9)C1R. f(s)ds
0

d
con x, € C™! arbitrario. En particular la soluciéon general de la ecuacién homogénea L (d )x = ( esta

dada por la expresion:

x(t) = PietCix,

2. APLICACIONES DE LAS E.D Y LOS S.E.D [3], [4]

Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden surgen de forma natural cuando se
analizan situaciones en la fisica, la biologia, la mecéanica, etc.

A continuacion mostraremos ejemplos interesantes en los que se evidencia como modelar una situacion
determinada por un S.E.D de primer y segundo orden.

a) Drenado de tanques

Sean los tanques de salmuera A, B, C con voliumenes de 20, 40 y 60 litros, respectivamente, como se
muestra en la Fig. 1

Se supone que el fluido ingresa al tanque A a una tasa r, drena de A a B a la velocidad 7, desagua de B a
C ala velocidad 7, luego drena del tanque C a tasa . Por lo tanto, los volimenes de los tanques permane-
cen constantes. Sea » = 10, para ilustrar las ideas, se supone una agitacion uniforme de cada tanque, lo que
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Fig. 1. Tanques de salmuera A, B, C.

implica una concentracion uniforme de sal en cada tanque. Con x4 (t), x,(t) y x5(t) denotamos la canti-
dad de sal en el tiempo ¢ en cada tanque.

Suponemos que hemos agregado al tanque A agua que no contiene sal. Por lo tanto, la sal en todos los
tanques finalmente se pierde en los desagiies. La cascada de tanques estd modelada por la ley de equili-
brio quimico

tasa de cambio = tasa de entrada - tasa de salida.

Aplicacion de la ley de equilibrio, justificada en el analisis de compartimentos, resulta en el sistema di-
ferencial

X =—5X
11
x2=§x1——x2
[, 1 1
kx?,:sz— X3

b) Sistemas de masas acopladas

Los sistemas de masas acopladas ilustran la posibilidad de modelar distintos dispositivos que aparecen
en la técnica y la ingenieria modernas.

El modelo de la Fig. 2 representa la relacion con la respuesta dindamica de edificios sometidos a sismos.
El edificio se modela como un conjunto de masas con acoplamiento eldstico-viscoso, y se estudia el con-
trol de las sacudidas sismicas acoplando edificios con frecuencias propias diferentes.

En otro contexto, el de la ingenieria minera, se puede utilizar un modelado dindmico a partir de dos ma-
sas acopladas para estudiar y tratar de controlar las vibraciones de la dinamica torsional de una sarta de
perforacion.

Muchos ejemplos pueden obtenerse de la técnica de automocion. Los vehiculos pueden modelarse co-
mo un conjunto de solidos acoplados mediante fuerzas restauradoras y disipativas. Considérese por ejem-
plo la relacion dinamica entre una carroceria autoportante y el chasis sobre el que se apoya. Partes meca-
nicas esenciales también se modelan mediante acoplamiento de masas, bien con dinamica lineal en el

[,J
I-aJ
I—])J

Fig. 2. Modelo para edificio sometido a sismos.
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ky ko ks k4
bl Jl i e

mq ma msy
Fig. 3. Tres masas conectadas por resortes.

caso de los sistemas de amortiguacion, o con dindmica torsional, como ocurre con los arboles de transmi-
sion.

¢) Sistemas de resorte de masa acopladas

Tres masas estan unidas entre si por cuatro muelles, supondremos que las mismas pueden deslizarse a
lo largo de una superficie horizontal sin friccion como se muestra en la Fig. 3.
En nuestro analisis usamos las siguientes constantes, variables y suposiciones.

e Masa: Se supone que las masas m4, m, y m3 son masas puntuales.
e Constantes: Concentradas en su centro de gravedad.

e Constantes de resorte: La masa de cada resorte es insignificante. Los resortes operan segun la
ley de Hooke: Fuerza = k (elongacion). Las constantes k4, k,, k3 v k, denotan las constantes de
Hooke. Los resortes se restablecen después de la compresion y la extension.

e Variables de Posicion: Los simbolos x4 (t), x5 (t) y x3(t) denotan la posicion de masa a lo lar-
go de la superficie horizontal, medidos desde posiciones de equilibrio, mas hacia la derecha y
menos hacia la izquierda.

e Puntas fijas: El primer y tltimo resorte estan unidos a las paredes fijas.
El método de competencia se usa para derivar las ecuaciones de movimiento. En este caso, la ley es

Segunda Ley de Fuerza de Newton = Suma de las Fuerzas de Hooke.

Las ecuaciones del modelo son:

myxy' (t) = —kyx1 () + ky[x,(8) — %, (B)],
myxy (t) = —ky[x5(t) — x; ()] + k3[x3(t) — x2 ()],
max3 (t) = —k3[x3(t) — x,(t)] — kyx3(t).

Las ecuaciones se justifican en el caso de todas las variables positivas mediante la observacion que los
primeros tres resortes son alargados por x;, X, — X1, X3 — X, respectivamente. El Gltimo resorte esta
comprimido por x3, lo que explica el signo menos.

d) Vibraciones mecanicas

Al estudiar sistemas mecanicos en los que aparecen varios cuerpos, como el que muestra la Fig. 4 apa-
recen de una manera natural sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, como las que permiten estudiar
el movimiento de tales cuerpos.

Suponemos que los cuerpos estan en equilibrio, es decir, no hay movimiento y los pesos de cada cuerpo
se compensan con la fuerza de cada muelle proporcionada por la ley de Hooke. Tiramos del cuerpo M,
hacia abajo, produciéndose también un desplazamiento de M,, y a continuacioén soltamos el cuerpo M,,
produciéndose asi un movimiento. Si suponemos que no hay fuerzas debidas al rozamiento y denotamos
por F; la fuerza recuperadora del primer muelle y F, la del segundo, tenemos por la segunda ley de New-
ton la ecuacion

Myy," = F,
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Fig. 4. Ejemplo de sistema mecanico.
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Fig. 5. Sistema mecanico en movimiento.

R

donde y, es lo que se ha separado el cuerpo M, de la posicion de equilibrio. Para el cuerpo M;tenemos la
siguiente ecuacion de movimiento

Myyi' =F — F,,

segun el esquema de fuerzas de la Fig. 5, suponiendo que el movimiento de ambos cuerpos es hacia arriba
y que ambos muelles estan estirados, por lo que la fuerza recuperadora tiende a contraerlos.

Ahora bien, por la ley de Hooke, F; = —k,y;, donde y; es el desplazamiento del primer cuerporespec-
to de la posicion de equilibrio. Por otro lado, F, = —k,(y, — y;), dado que el estiramiento del segundo
muelle es y, — y;. Las ecuaciones de movimiento son entonces

{M13’{,= = —(ky + ky, + k2ya,
Myy,' = kyyr — kY,

Si el sistema de muelles hubiera estado en un tanque con un liquido, apareciendo entonces una fuerza
de rozamiento proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad c; para el primer cuerpo y
¢, para el segundo, tendriamos ahora por la ley de Newton

{Mly{’: =F —F, = Fq,
Moy =F, — Fy,
donde F,.; y F,, denotan las fuerzas de rozamiento. Entonces

{Mﬂ’{’: = —(ky + kx)y1 + kyy, — 11,
Myy;' = kyyi — kay, — c2y3,
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2.1. Métodos de resolucion. Ventajas del uso del Teoremal.2.1.

Existen numerosos métodos para dar la solucion analitica de una E.D o de un S.E.D, pero estos pueden
ser de dificil y ardua implementacion, requiriendo para ello de un manejo apropiado de Algebra Lineal y
de Calculo.

En cambio, con el Teorema 1.2.1, visto anteriormente, la solucidon se obtiene de manera sencilla y de
forma natural. Dado un S.E.D, homogéneo o no, lo primero que debemos hacer es hallar su expresion
matricial para luego, aplicando el Teorema 1.2.1 y ya sea en forma manual o con ayuda de algin softwa-
re, obtener la solucién.

La aplicacion del teorema mencionado evita los inconvenientes que surgen del estudio de los autovalo-
res de la matriz de coeficientes del S.E.D y sin tener que reducir el sistema a un sistema de orden uno con
la introduccion de nuevas variables.

3. EJEMPLOS RESUELTOS

Ejemplo 1 Obtener la solucion analitica del siguiente S.E.D cuyas ecuaciones son

) Pu0) o) de®

dt3 dt? dt? a0 =0
d3xy(t)  dPx,(t)
a3 der
Trabajando algebraicamente,
d3x1(t)_d2x1(t)+d2x2(t) dxz(t) 0
dt3 dt? dt? 2 ] [0
d3x, (t) dez(t)
dt3 dt?
[Ex ()] [ d*x(0) | d*x(0)]
| de3 || dtZ dt? dxa(8) —x,(6)] _ [0
| 30| | 22, (t) +|7ar |+ 0 ]_[0]
dt3 Il dt? 0

d3x,(t) dzxz(t) 01 |dxa(t) X ()]
de3 dt? Cdt

d d _
é (1)dt§ [01 1]dt2 [0 (1J]d_:+[g Ol]xz[g]

Esta tltima ecuacion esta asociada a la matriz polinomial monica L(4), de grado tres y orden dos

d3x, (1) 2x,(t) dxl(t)
3 2 1 — t
dt ] [ 01 1}[ dt 17 dt [ 1] [Xl( )] _ [0]

_[1 0 3 4 1 11,2 0 -
=, 12+, {2 +[ ]A+[ ]
cuya matriz primera compaiera es:
0 01 00O 1
000100
100 0O0T10
=1 00000 1 |FMxs
01 0-1 1—1JI
L 00 0 0 0-1
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Por el Lema 1.1.1 sabemos que det(Alg — C;) = det(L(1)) = A6 — A* = 1*(A% — 1), entonces los au-

tovalores de L(A) son: 4; =4, = A3 =4, = 0,4 =1y g = —1.
Ahora calcularemos e¢t y aplicaremos el Teorema 1.2.1 para dar la solucion general del sistema plan-

teado.
Tomando f(x) = e™ y R(x) = asx® + a,x* + azx3 + ayx® + a;x + a, y haciendo f(C;) = R(C,),

resulta etCl = a5C15 + a4C{1- + a3C13 + a2C12 + a1C1 + a016.
Los coeficientes a; son la solucion del sistema de ecuaciones lineales

f(0) = R(0)
f'(0) = R'(0)
) f"(0) =R"(0)
f/l’(o) =RIII(O)
f() =R
\f(=1) =R(-1)
1 1 1 1 1 1
ap=1a, =ta, ==t? a3 =gt3,a4 =Eet+§e‘t _Etz —1l,a5 = —Ze‘t +§et —gt3 —t
Luego
I 1 3 ‘ 1, 1, 1,51 1
e_ L2 _ —— —tet1 e T e ]
1 5 1 ttte 6 5 5 >
1 0 t 0 T tte-1
0 " —te-1 1 1o et —1 LI S 2 +ttee
G = 2 2 2
0 0 0 1 0 e +1
1
0 e -1 0 - et —5 f—— T —teel
00 0 0 0 S |

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion homogénea es:

_ 1000 0 0] ¢,
x(t)_010000]e o

1 1 1 1
——et——et——t3+-t2 -1

1 1
1 t 42 4 t _ 43 t _ t—1
xw=[, ¢ 72" 7T o et T 2° 72 6 2 Xo
1 t eTt+t—-1
Ejemplo 2 Retomando el ejemplo a) de la seccion anterior, tenemos el sistema
, 1
1= 75%
, 1 1
xz = Exl - sz
, 1 1
x3 = sz - gx3
que escrito en forma matricial resulta
1
[ X1 +=x |
| 2,
1 1
Xp 5% +Zx2 = g
1 1
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Trabajando de la misma manera que en el ejemplo anterior, obtenemos la matriz polinomial ménica de
grado uno y orden tres:

1
oo 1B
L) = 8 (1) (1))L+l— /2 /4 0
o =Yy =Y
cuya matriz compafiera es C; = —A . Usando el Teorema 1.2.1 encontramos la solucion general
x(t)
1 6 27
_p,-1/2t _ — ,—-1/4t 4 — 1/6t 0 0
2° 5° 10°
5 8 9
= —e—1/2t _ pp—1/4t 2 -1/2t 2 -1/4t 4 2 L1/6t
e e 24 € + € + 10¢ 0
1 6 9 4 31 213 2 8 1
Zo-1j2t o 2 14t _ 2 /et -1/2t 4 2 -1/at _ 272 16t 2 -1/2t 4 2 -1/at o~ 1/6t
3¢ 7 T5e 20° 5¢ T4 320 9 50 ta0¢

4. CONCLUSIONES FINALES

Como puede observarse en los ejemplos tratados, la solucion de un S. E. D de 6rdenes superiores ho-
mogéneos se encuentra facilmente usando el Teorema 1.21.

Es decir no aparecen las complicaciones usuales al tratar de resolver sistemas de 6rdenes superiores, el
problema se reduce entonces a encontrar la expresion matricial del sistema de ecuaciones diferenciales y
construir la matriz compafiera, para luego hacer uso efectivamente del Teorema 1.21.
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POLYNOMIAL MATRICES AND DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract — Differential equations (E.D) and systems of differential equations (S.E.D) arise naturally when stud-
ying problems in physics, mechanics, economics, biology, etc.Its resolution is not an easy undertaking to carry
out, requiring numerous calculations. It is due to these drawbacks that this proposal arises, which consists of
five sections, which we will briefly explain. Section one is divided into two subsections, subsection 1.1 recalls
concepts seen in Linear Algebra, such as polynomial matrix, companion matrix and linearization, in subsection
1.2, a theorem is stated that establishes the solution of a SED that makes use of the concepts recalled in subsec-
tion 1.1. In section two interesting situations are mentioned in which S.E.D of different orders appear, paying
attention to the systems of second order equations that arise in mechanics, as for example, the study of coupled
masses joined by springs. In section three there are solved examples together with an application problem,
which are solved by means of higher order E.D systems applying the theorem. Section four is intended for final
conclusions, it will be noted fundamentally the practicality of using the theorem in the resolution of non-
homogeneous second order SEDs, which usually require numerous calculations and tedious work for resolution,
finally in section five Bibliographic references are listed.

Keywords — Polynomial Matrix, Companion Matrix, Linearization, Differential equations.
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