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Resumo — No estudo da engenharia, ndo € raro encontrar estruturas que colapsaram pela ocorréncia de excitagdes
que ndo estavam previstas em projeto. Dentro deste ramo encontramos as excitagdes ndo-ideais que ocorrem
quando a propria excitagdo ¢ influenciada pela resposta da estrutura, este fendmeno ocorre frequentemente em
motores com algum tipo de desbalancea-mento. Neste trabalho, buscou-se analisar o comportamento de um sis-
tema de capsula através de um modelo matematico, que se movimenta com base em um sistema vibro-impacto,
quando excitado por um motor desbalanceado (fonte ndo-ideal), tornando o modelo inédito na literatura. Para
realizar esta avaliagdo, foram utilizados métodos matematicos, como o Método de Runge Kutta de 4* Ordem, o
Primeiro Método de Estabilidade de Lyapunov e os Expoentes de Lyapunov a fim de detec-tar instabilidades e
parametros que fagam com que o sistema desempenhe um comportamento caético, necessitando de um projeto
de controlador para a corregao e utilizagdo deste sistema em situagdes praticas.

Palavras-chave — Fonte Néo-Ideal, Caos, Vibro-Impacto, Simulagdo numérica, Sistema de Cépsula.

1. INTRODUCAO

As chamadas vibragdes nao-ideais sdo importantes para o desenvolvimento de projetos no ramo da Enge-
nharia, principalmente no que diz respeito a sistemas que funcionem sobre uma grande carga de excitacao
decorrente de uma fonte de movimento. Este tipo de excitagdo ocorre quando a fonte de energia ¢ limitada e
faz com que a mesma seja influenciada pela resposta do sistema, um exemplo pratico é explicitado por um
motor desbalanceado [8,9].

Embora a dindmica ndo-ideal seja de fundamental importancia para o funcionamento de dispositivos que
estdo submetidos a uma grande carga, ndo ha uma variada gama de trabalhos publicados nesta area devido a
dificuldade de lidar com os efeitos decorrentes deste tipo de vibragdo. Neste sentido, a elaboracao de pesqui-
sas voltada a essa area ¢ de fundamental importancia para a divulgacao deste fenémeno, o qual pode trazer
uma grande evolugao para os conceitos atuais de Engenharia, facilitando a compreensao de comportamentos
ainda tidos como um obstaculo para os pesquisadores [1].

Em 1889, C. Laval criava um dos primeiros experimentos ligados a pesquisa de vibragdes nao-ideais, cons-
tituido de uma turbina Single-Stage. Ao variar a frequéncia de rotacdo desta turbina, ele percebeu que quando
se ultrapassava a frequéncia de ressonancia do dispositivo, havia uma queda brusca de amplitude da vibragéo
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do sistema, caracterizando o entdo chamado Efeito Sommerfeld que é tido como uma das maiores dificulda-
des encontradas no dimensionamento de sistemas submetidos a vibragdes ndo-ideais, devido a instabilidade
criada nas regides proximas da ressonidncia, bem como um aumento exacerbado de amplitude da vibragdo do
dispositivo [1,10] .

Ainda dentro deste conceito de sistemas submetidos a vibragao, existe uma subcategoria chamada de vibro-
impactos, os quais tem uma grande notoriedade, devido ao fato de utilizarem dois fendmenos, vibragio e
impacto, que inicialmente seriam prejudiciais ao dispositivo, para desempenhar fungdes que facilitem a vida
dos seres humanos. Exemplos comumente encontrados sdo britadeiras e furadeiras de impacto [4].

O modelo estudado neste trabalho ¢ uma simplificagdo do modelo estudado por Daniela Rus, Andrew e
Erna Viterbi do Departamento de Engenharia Elétrica e Ciéncia da Computagdo do MIT, o dispositivo tem
0 objetivo de se locomover no sistema digestivo retirando objetos indesejados que foram ingeridos por des-
cuidos.

Utilizando este conceito e buscando suprir a demanda do mercado no que diz respeito a mecanismos que
se movam independentemente de forgas externas, no trabalho [3] os autores equacionaram matematicamente
um modelo de capsula que, internamente teria uma massa excitada por uma forga periddica, e que tem a
capacidade de se movimentar sem o auxilio de qualquer componente externa ao encapsulamento.

Neste caso, como em qualquer modelo submetido a uma excitagdo, a dindmica nos mostra que ocorrerao
parametros que fardo com que o sistema desempenhe comportamentos instaveis, assim é necessaria uma
avaliacdo da estabilidade do modelo utilizando o Primeiro Método de Lyapunov, o qual lida com os autova-
lores obtidos da matriz de linearizagdo do sistema de equagdes, mais conhecida como matriz Jacobiana [5].

Ainda dentro do conceito de estabilidade de sistemas, ha uma teoria que define um estado de instabilidade
muito caracteristico de situagdes em que o dispositivo tem uma grande sensibilidade a condigdes iniciais, ou
a qualquer influéncia do meio externo. Esta sensibilidade é chamada de estado cadtico, ou caos, e é quantifi-
cada pelos Expoentes de Lyapunov [7]. Esta teoria segue o seguinte critério: tem-se um expoente para cada
equacdo que descreve o sistema ja no espago de estados, se qualquer um destes expoentes for positivo o
sistema € considerado em estado cadtico, se todos forem negativos o sistema ¢ dissipativo, e se a soma dos
expoentes for zero, o movimento € conservativo [7].

Neste trabalho, buscou-se executar uma analise tanto de estabilidade como de detecgdo de estados caoticos
de um modelo de sistema de capsula totalmente inédito na literatura, uma vez que a fonte de excitacdo interna
¢ um motor desbalanceado. Almejou-se comparar alguns dos resultados obtidos por [6] e verificar os ganhos
e as perdas de uma vibracdo ndo-ideal. Os métodos matematicos utilizados neste trabalho foram escolhidos
devido a sua robustez e confiabilidade com relagdo aos resultados fornecidos e seu tempo de simulagéo re-
duzido quando compara aos outros métodos matematicos.

Para realizar este trabalho foram utilizadas simulagdes computacionais das teorias previamente citadas,
no software livie OCTAVE, mostrado em [2], e os graficos obtidos com tais simulagdes serdo encontrados
no decorrer deste trabalho.

2. METODOLOGIA

O modelo matematico da capsula submetida a uma vibra¢do nao-ideal, o qual é inédito na literatura, ¢
ilustrado na Fig. 1 sendo:

L X(t) Al

Fig. 1. Modelo vibro-impacto.
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O modelo ¢ constituido de uma capsula externa m, que interage com um meio viscoso, tendo assim uma
forca de atrito F. Interiormente a esta capsula temos uma massa m, que oscila entre duas molas com rigidez
k, e k,, esta massa também esta conectada a um amortecedor com coeficiente de amortecimento ¢ e esta
submetida a um motor desbalanceado que fornece a excitacdo nao-ideal ao sistema. No motor ndo ideal,
temos o raio de giro r, o angulo z de rotagdo, uma grandeza d que ¢ a excentricidade da massa desbalance-
adora my, ja os pardmetros a e b encontrados nas Equagoes 4 ¢ 8 sdo as constantes do motor nao-ideal.

Quando o deslocamento relativo da massa m4, X; — X,, for maior que a distancia G, a massa interna entra
em contato com a placa conectada a capsula e desempenha sobre ela uma forga que, caso seja maior que a
forca de atrito seco Fg, faz com que a massa m, acelere. E também verdade que a massa m, se pode mover
mesmo que ndo ocorra este contato.

2.1. Equacdes Matematicas

Para auxiliar na representagdo e nos calculos deste sistema, definimos as variaveis adimensionais.

k1 dXi kl . dyl kl . FS Fb
T 0 Xj Vi dt 'QOPf i Yi dt -Qng i s b Pf ( )

E também os seguintes parametros.

k c k k m
— §==G, f=,, y=— )

Q = ) = —I )
0 my 2my Qg P¢ kq my

onde i = 1,2 e Py ¢ o limiar de fric¢ao de Coulomb.
As equagdes, ja no espaco de estados, que descrevem a dinamica deste sistema, foram adaptadas a inser-
¢30 do motor ndo ideal e estdo descritas a seguir.

Xy =Y
(X, —x1) +28(y, —y1) — H3f(x; — X, — 8) + d(w? cosz + sinz (a — bw))

Y1 = 1 — dr sin?z
X, =y, (H{ (1 — H;) + HyH3)
{ . (H;(1—-H3) + H2H3)(—fs — Xz —x1) —28(y, —y1) + H3f(x; =X, — & )) 3)
V2 = | ”
Z=W

a—bw — (rz(x2 —x; +d(w?cosz— (a — bw)sinz) — 2&(y; —y,) + fH3(6 — x; + xz)))

drsin2z—1

w =

Sendo H() a fun¢do Heaviside e as fungdes H; (i = 1,2,3) sdo definidas como.

Hy = H(|(xz —x1) + 2§(y2 —y)| —fp)
Hy = H(|(x2 = x1) + 2§y, =yl = B(x1 — x5 — 8)| — ) 4)
H; = H(Xy — X5 — 6)

E possivel obter o sistema linearizado utilizando a matriz jacobiana 6x6 que se encontra expressa a seguir.

01 0 0o OO
a b c d e f
g n i j oo
]klmnOO ®)
0O 0 0 0 o0 1
o p q T s t

Em que as variaveis sao expressas no apéndice deste trabalho.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Para executar as simulagdes do Primeiro Método de Estabilidade de Lyapunov, utilizou-se os parametros

mostrados na Tabela 1.
E as condigdes iniciais mostradas na Tabela 2.

Tabela 1. Pardmetros adimensionais utilizados nas simulagdes computacionais.

Parametros Valores
fy 1
fg 0,5
T 0-2000
13 0,1
B 30
Y 1
1) 0,02
r 0,05
0,01

Tabela 2. Condigdes iniciais utilizadas.

Condigoes Valores
Iniciais
x1(0) 0,5
y1(0) 0,5
x,(0) 0
y2(0) 0
z(0) 1
w(0) 0

3.1. Estabilidade pelo Primeiro Método de Lyapunov

Optou-se por variar os parametros a ¢ b do motor de 0 até 0.5, devido ao fato de eles aparecerem exces-
sivamente na matriz Jacobiana, influenciando de forma decisiva na estabilidade do sistema, ¢ também por-
que os mesmos alteram a forma como o motor interage com a estrutura, sendo interessante a avaliagdo
destes parametros. Definiu-se o passo de 0.01 entre as iteragdes do algoritmo. Foram obtidos trés diagramas
de estabilidade, sendo o relacionado a massa interna mostrado na Fig. 2, o da Fig. 3 esta relacionado a
dinamica da capsula e o da Fig. 4 esta relacionado ao motor néo-ideal.

Nos diagramas, os circulos indicam um ponto de pardmetros estaveis, ja 0s asteriscos mostram pontos
com comportamento instaveis.

Neste diagrama mostrado na Fig. 2, pode-se notar que em qualquer par de parametros a e b, entre o
intervalo de 0 a 0.5, a massa interna apresenta comportamento estavel. Entretanto, ¢ necessario que se
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Fig. 2. Diagrama de estabilidade da massa interna.

la externa.

Fig. 3. Diagrama de estabilidade da capsu
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Fig. 4. Diagrama de estabilidade da capsula externa.

analise os diagramas referentes a capsula externa e o motor ndo ideal, a fim de que haja uma certeza sobre

a estabilidade global do sistema.
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Assim como no diagrama de estabilidade da massa interna, o diagrama da Fig. 3, que é referente a capsula
externa, apresenta todos os pontos analisados sendo classificados como estaveis, o que nos poderia levar
precocemente a uma decisdo de que o sistema ¢ estavel globalmente. Ambos os diagramas sdo iguais pois
o0s sistemas apresentam o mesmo comportamento com relagdo a estabilidade, para os pontos analisados.

Analisando o diagrama mostrado na Fig. 4, podemos notar que o sistema ¢ instavel para quase todos os
parametros escolhido, fazendo com que todo o dispositivo se torne instavel como um todo, visto que para
que o dispositivo seja classificado como estavel todos os componentes de desempenhar comportamento
estavel. Entretanto, no par de ponto (0,0), onde ndo ha o movimento do motor, faz com que o dispositivo
fique parado, logo apenas este ponto ¢ estavel.

3.2. Detecciao de parametro cadtico pelo método dos Expoentes de Lyapunov

Foi escolhido aleatoriamente o ponto (0.1, 0.01) e aplicado a teoria dos Expoentes de Lyapunov, utili-
zando o algoritmo de Wolf [7], a fim de detectar a existéncia de comportamento cadtico na dinamica do
dispositivo quando projetado com estes parametros.

Na Fig. 5, verifica-se que o expoente A; se demonstra positivo apods o periodo transiente, evidenciando
um comportamento cadtico, como diz a teoria de Lyapunov. Com isso, pode-se cumprir toda a parte de
estabilidade e detec¢do de caos do dispositivo, no presente neste trabalho. Pode-se ver que os expoentes A,
e A3 também se mostram positivos no diagrama, entretanto seus valores sdo bem proximos de zero, eviden-
ciando que caso T — o0, ambos os expoentes terdo valor nulo.

1.5 T T T

—— A,=0.43269

—— 4,=0.0015669
4,=0.00016504

—— 4,=-0.0020256

05} sl = oo 2;=-0.010982

L// A,=-0.63182
o I\

Expoentes de Lyapunov

_1 5 1 1 1
0 500 1000 1500 2000

Tempo

Fig. 5. Dinamica dos Expoentes de Lyapunov.

3.3. Comportamento dindmico

Partindo do equacionamento proposto nas Eq. 3-8, decidiu-se observar a evolucdo temporal das varidveis
que descrevem o sistema de capsula. Para isso, utilizou-se 0 método de Runge Kutta de 4* Ordem para
efetuar a aproximagao numérica das equagdes ndo-lineares supracitadas.

Verificando a Fig. 6 pode-se ver um salto abrupto no intervalo 0 < r < 120 de simulacdo, seguido de um
deslocamento ndo constante. Assim, uma caracteristica que se pode observar sdo os saltos frequentes, ca-
racteristico das fungdes heavisides, que simulam o impacto da massa interna com a capsula.

Na Fig. 7a, nota-se que a massa acompanha o deslocamento da cdpsula, como esperado, tendo uma pe-
quena oscilagdo ao redor da trajetoria, caracteristico de um sistema massa mola. Ja na Fig. 7b, notou-se que
inicialmente a velocidade da massa € de grande amplitude, o que explica o salto que se tem no deslocamento
da capsula, seguido de uma redugdo abrupta e uma oscilagcdo com amplitude pouco variavel.
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Fig. 6. Deslocamento da capsula externa.
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Fig. 7. (a) Deslocamento da massa interna (b) Velocidade da massa interna.
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Fig. 8. Plano de fase da massa (a) 2D (b) 3D.

Nos graficos presentes na Fig. 8, pode-se ver um periodo transiente que apds um tempo entra em uma
orbita, a qual ndo converge para um ponto de equilibrio. Assim, com o. Pode-se comparar este plano de
fase com o obtido por [6], onde o autor utilizou uma fonte ideal de excitacdo cossenoidal.
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Fig. 9. Plano de fase da massa com fonte ideal.
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Fig. 10. Excitagio (a) Angulo (b) Velocidade Angular.

Pode-se perceber, analisando as Figuras 8 e 9, que o motor desbalanceado fez com que houvesse um
periodo transiente maior na dinamica do dispositivo, bem como uma maior amplitude de oscilagdo da ve-

locidade da massa interna.
Por ultimo, na Fig. 10, tém-se o grafico que demonstra a evolugdo temporal da excitag@o do sistema, bem

como sua velocidade.

Na Fig. 10, verifica-se que ap6s um certo periodo a velocidade de excitagdo permaneceu quase que cons-
tante, sendo que o angulo variou de forma muito préoxima a linear. Com isso podemos evidenciar que,
mesmo desbalanceado, o motor girou quase em um movimento circular uniforme, sendo evidente a influén-
cia da resposta da capsula na dinamica da fonte ndo-ideal, como diz a teoria de vibragdes nao-ideais e fontes
limitadas.

Nesta secdo simulou-se a evolugdo temporal das variaveis que descrevem o sistema, permitindo uma
verificacdo da dindmica do dispositivo ndo-ideal e seu comportamento com o decorrer do funcionamento.

4. CONCLUSAO

Neste trabalho, foi proposto um novo modelo matematico do tipo ndo-ideal para o comportamento de
uma capsula e, através deste, realizou-se a analise e detecgdo do comportamento caotico do sistema, com-

portamento esse caracteristico de sistemas nao-ideais.
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Em comparagdo com o modelo ideal proposto na literatura, verificou-se que a excitacdo nao ideal modi-
fica o comportamento dindmico da capsula. Assim, pode-se notar que a excitagdo ndo é mais periddica, e
sim com velocidade constante a partir de um determinado trecho, o que modifica totalmente como se da a
movimentacao da capsula.

Assim, como ha parametros que fazem com que o sistema desempenhe um comportamento cadtico, se
faz necessario um controlador para que o sistema possa operar em todas as condigdes desejadas. Com isso,
propde-se como trabalho futuro a supressdo do caos presente no dispositivo utilizando a modelagem de
Bouc-Wen de um amortecedor magneto reologico. Este dispositivo € capaz de controlar as transigdes brus-
cas de velocidade e limitar a amplitude de vibragdo da massa interna.

Outro ponto a se ressaltar € que o estuo se aplica a um modelo bidimensional, sendo que em aplicagdes
reais a movimentagdo do dispositivo se dara de forma tridimensional, necessitando de uma melhora na
modelagem matematica para uma melhor proximidade entre o modelo tedrico e o comportamento real do
dispositivo.
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ANALYSIS OF STABILITY AND DETECTION OF CAOTIC BEHAVIOR IN A
NON-IDEAL CAPSULE SYSTEM

Abstract — In the study of engineering, it is not uncommon to find structures that collapsed by the occurrence of
excitations that were not predicted in design. Within this branch we find the non-ideal excitations that occur when
the excitation itself is influenced by the structure response. The aim of this work was to analyze the behavior of
a capsule system through a mathematical model, which is based on a vibro-impact system, when excited by an
unbalanced motor (non-ideal source), making the model unprecedented in literature. To perform this evaluation,
mathematical theories were used as the Runge Kutta 4th Order method, the First Lyapunov stability method and
Lyapunov exponents in order to detect instabilities and parameters that make the system perform a chaotic be-
havior, necessitating of a controller design for the correction and use of this system in practical situations.

Keywords — Non-Ideal Source, Chaos. Vibro-Impact, Numerical Simulation, Capsule System.





