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Resumen — Este trabajo evalia la precision de la formulacion de Weber-Banaschek, empleada en un modelo
hibrido plano en la resolucion de los contactos en transmisiones planetarias. Esta formulacion considera el con-
tacto Hertziano entre los flancos activos en las ruedas exteriores (sol-planeta) e interiores (planeta-anillo) de di-
chas transmisiones. El planteamiento Hertziano presenta limitaciones en cuanto a la resolucion tanto del contacto
exterior, como del interior, el cual es conforme para superficies con radios de curvatura similares, como ocurre
en el contacto rueda-rail. Por esto, este analisis se extiende a la precision del empleo de un planteamiento analitico
en la resolucion del contacto exterior e interior. Para evaluar la precision de dicha formulacion se presenta un
nuevo modelo de elementos finitos con simplificaciones geométricas para reducir el coste computacional. Ambos
modelos se emplean para la simulacion de escenarios analogos en una transmision con un solo planeta, para evitar
la influencia de los contactos de otras ruedas. Los resultados de las fuerzas de contacto y la longitud de la zona
de contacto se comparan entre ambos modelos. Las fuerzas de contacto muestran un grado elevado de precision.
Sin embargo, en cuanto a las longitudes de las zonas de contacto.
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1. INTRODUCCION

El modelado en transmisiones de engranajes, y mas concretamente en transmisiones planetarias y epici-
cloidales, ha experimentado un crecimiento muy significativo en las tltimas décadas [1]. Los nuevos mo-
delos de simulacion para transmisiones planetarias se pueden clasificar segun su formulacion. En primer
lugar, los modelos més clasicos se fundamentan en una formulacion analitica donde se desprecian algunos
efectos o se tienen rigideces de engrane constantes en el tiempo [2]-[6]. Sin embargo, con el tiempo estas
propuestas se han ido sofisticando y los efectos que se tienen en cuenta en la actualidad son mas extensos
[7]-[12]. No obstante, el desarrollo del hardware ha llevado a la presentacién de nuevas propuestas mas
complejas desde el punto de vista computacional, en primer lugar, los modelos de elementos finitos [13]-
[16]. A su vez, a partir de la propuesta presentada por Vijayakar en [17] un nuevo tipo de propuestas se ha
desarrollado buscando combinar las ventajas de diferentes planteamientos de modelizado, la rapidez y bajo
coste computacional de las formulaciones analiticas, con la precision de los modelos de elementos finitos
[18]-[20], pero también existen propuestas donde se combinan los modelos de elementos finitos con mo-
delos multicuerpo para resolver la cinematica [21], [22] o combinaciones con modelos multicuerpo y for-
mulaciones analiticas [23].

El desarrollo de todos estos modelos ha llevado a un gran avance en el estudio del comportamiento de las
transmisiones planetarias desde el punto de vista estatico y dinamico. Los trabajos previos se han centrado
en el estudio del reparto de carga afectado por los errores de fabricacion [12], [24]-[31], el efecto de la
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gravedad [32]-[34] o el efecto de la inclusion de los rodamientos o cojinetes que se emplean en las trans-
misiones [35], [36], entre otros.

Este trabajo se centra en el andlisis de la precision del empleo de una formulacion analitica para resolver
el problema, no lineal, de contacto local entre perfiles activos de dos ruedas exteriores o interiores, perte-
neciendo estas ruedas a la misma transmision planetaria. Dicha formulacion presentada en [20], [37] per-
mite calcular la longitud de la zona de contacto, en un planteamiento bidimensional. Para poder analizar la
precision de esta formulacion en la resolucion del mencionado contacto se escoge la comparacion de la
longitud de contacto que se obtiene como resultado en este modelo y en un nuevo modelo de elementos
finitos andlogo.

Asi, el documento consta de una seccidon 2 donde se tratan los detalles de ambos modelos, centrandose
en los aspectos mas relevantes para este estudio. Mas adelante, se presentan los detalles de la transmision
definida para el andlisis, asi como, los detalles de la geometria de los dientes y de las posiciones de estudio
que se han seleccionado. A continuacion, en la seccion 4 se presentan y analizan los resultados obtenidos
para este planteamiento. Finalmente, en la seccion 5 se extraen conclusiones a partir del analisis de los
resultados.

2. METODOS

El procedimiento empleado en este trabajo consiste en la simulaciéon de una misma transmision em-
pleando dos modelos anélogos, pero con formulaciones diferentes. Asi, en un primer lugar se emplea un
modelo hibrido [20] que combina el empleo de modelos de elementos finitos con formulaciones analiticas,
basadas en el trabajo de Weber-Banaschek [37], para la resolucion del problema de contacto entre flancos
activos de una transmision planetaria. Los resultados sacados de este modelo se comparan con un nuevo
modelo de elementos finitos desarrollado con ABAQUS. Por lo tanto, en esta seccion los detalles de los
modelos empleados se presentan, asi como, las formulaciones empleadas.

2.1. Modelo hibrido

Con respecto al modelo hibrido detallado en anteriores publicaciones [25], [30], [38], [39] el interés en
su formulacion se centra en la resolucion del problema de contacto.

Asi, este modelo se basa en la combinacion de modelos de elementos finitos planos con la formulacion
analitica de Weber-Banaschek para la resolucion del problema de contacto local. Asi, este modelo permite
la definicion de la geometria de las ruedas y de los elementos que componen la transmision, considerando
una serie de errores (posicion, espesor, pitting, grietas...). Sin embargo, en este caso la transmision que se
ha definido es ideal, es decir, exenta de cualquier error. Una vez se tiene la geometria de la transmision se
crean los modelos de elementos finitos (EF), cuyo uso se basa en el trabajo presentado por Brauer [14]. De
esta forma cada rueda tiene un par de modelos, uno global y otro local. El global incluye el cuerpo de la
rueda y una serie de dientes. El local solo representa la geometria del perfil del diente hasta una profundidad
h, que tendréd impacto en la resolucion de Weber-Banaschek. Por lo tanto, empleando estos modelos de EF
y el principio de superposicion se determinan las deformaciones en las ruedas, sus dientes y el cuerpo de la
rueda, debido a un determinado caso de contacto. Esto permite conocer la rigidez de engrane, al menos la
parte lineal del problema de contacto. Al mismo tiempo, la formulacion de Weber-Banaschek se emplea
para resolver iterativamente la parte no lineal del problema de contacto.

Por otra parte, se resuelve el problema geométrico para la geometria de las ruedas, permitiendo que los
perfiles de las ruedas, supuestos infinitamente rigidos, se solapen. Este problema se considera también para
una serie de dientes, determinado por (1). Ademas, se tienen en cuenta las posibilidades de contacto entre
perfiles de evolvente o entre evolventes y redondeos en la punta de los dientes.

Z =2ceil(e+1) (1)
Una vez conocidos los solapamientos, existira una relacion entre el solapamiento y las fuerzas de contacto

entre dientes, de forma lineal y a esto se le afadira la solucion al problema no lineal del contacto local. Y
solo existira contacto siempre que el solapamiento sea positivo.
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2.2. Modelo de elementos finitos

Con respecto a la elaboracion de la malla de elementos finitos, se ha empezado por construir dos modelos
solidos simplificados de: (a) un par de dientes rectos pertenecientes a dos ruedas exteriores (sol-planeta); y
(b) un par de dientes rectos formando dos ruedas interiores (planeta-anillo). Dichas construcciones se han
generado a partir de la geometria de los perfiles que se obtiene empleando la formulacion presentada en
[20], siguiendo la informacion contenida en la Tabla 1. Dichos modelos, han sido desarrollados con el
objetivo de extender la creacion de solidos mediante la repeticion de la geometria inicial respecto de un eje
de revolucion, segun el nimero de dientes fijado, el cual esta detallado en la Tabla 2.

Tabla 1. Parametros de la geometria de los perfiles de los dientes.

Parametro Magnitud
Moédulo (mm) 3
Angulo de presion (°) 20
Addendum 1-m
Dedendum 1,25-m
Redondeo en la punta | 0,05-m

Tabla 2. Numeros de dientes y distancia de montaje.

Numero de dientes en las ruedas
Anillo, Z; 121
Planeta, Z, 30
Sol, Z 60

Distancia de montaje (mm)
Sol-Planeta 135,75
Planeta-Anillo 135,75

Estos solidos iniciales, correspondientes a dientes pertenecientes a las parejas de ruedas en contacto, se
han discretizado con elementos finitos cuadraticos iso-paramétricos de 20 nodos, para permitir una mejor
reproduccion de contornos curvos, facilitar la convergencia de las simulaciones y reducir la probabilidad
de ocurrencia del fendmeno de shear locking.

Asi, en el modelo numérico final (Fig. 1) se ha definido un total de 57552 elementos, especificando para
todos ellos un comportamiento del material (acero) como lineal elastico (£ = 207 GPa and v = 0,3). Este
modelo representa un numero Z de dientes, siguiendo la ecuacion (1), en el sol y el anillo y para el planeta
la totalidad de la rueda esta modelizada.

Con respecto a las condiciones de contorno, se han restringido los desplazamientos de los nodos locali-
zados en la superficie superior del modelo que forma el anillo exterior. Ademas, se han definido dos pares
cinematicos independientes (de rigidez infinita) entre: (a) los nodos que componen la superficie del agujero
inferior del portaplanetas y un nodo de referencia localizado en el punto medio del eje del dicho portapla-
netas; y (b) los nodos que forman el interior del agujero del sol y otro nodo ubicado en el punto medio del
eje del mismo sol. A cada uno de estos pares cinematicos se le han bloqueado los desplazamientos en los
ejes cartesianos x, y y z. Ademas, el modelo numérico incorpora un niimero de superficies de contacto, entre
componentes y dientes, debidamente ajustado a las simulaciones que se plantean con el modelo. Esto im-
plica que no solo los contactos entre dientes se han considerado, sino también las interacciones entre el
portaplanetas y el sol y/o el planeta. Asimismo, las interacciones entre el eje del portaplanetas y el soporte
del planeta.

Se han aplicado pares de 500 Nm al sol (75) y de intensidad igual a -7s(1+Z,/Z;), en los ejes de los agujeros
de aquellos componentes, a través de los pares cinematicos previamente especificados, lograndose un equi-
librio en el sistema.
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Fig. 1 Vista general del modelo de elementos finitos.

La definicion y posicion de las superficies anteriormente mencionadas permite modelar el contacto entre
los dientes, evitando asi la penetracion entre superficies en contacto a lo largo de las simulaciones. Esta
restriccion se ha fijado con el tipo superficie-superficie previsto dentro de la biblioteca de ABAQUS, que
emplea el método de la penalidad.

2.3. Longitud de la zona de contacto

En primer lugar, la longitud de la zona de contacto en el modelo hibrido se obtiene empleando la formu-
lacion de Weber-Banaschek, ya mencionada anteriormente. La expresion (2) se aplica para los contactos
entre ruedas exteriores y el contacto entre la evolvente del planeta y el redondeo de la punta del diente del
anillo. Para superficies concavas, contacto entre evolventes de ruedas interiores o evolvente concava con
redondeo de la rueda exterior, se emplea la expresion (3).

4(1-0? 1-0? F
L, = _( Ul+ Uzj XX 1 2)
7\ E E, Jyn+x, b
4(1-0* 1-02 F
L = —[ . ”ZJ Akt — 3)
z\ E E, abs(;(l—zz)b

En estas expresiones £, v;, x; son el modulo de Young, el coeficiente de Poisson y el radio de curvatura
del cuerpo i. Los radios de curvatura se obtienen con la expresiones recogidas en [20]. Igualmente, F' se
corresponde con la fuerza de contacto y & el ancho de la rueda. Finalmente, la longitud de la zona de con-
tacto sera dos veces el valor calculado empleando (2) y (3).

En el caso del modelo de elementos finitos, uno de los parametros de salida que se seleccionan en las
simulaciones es el area de contacto entre las superficies que se han definido para los contactos, visto que
se ha elaborado un modelo tridimensional de la transmision planetaria. Una vez se tiene el area de contacto
y teniendo en cuenta que, los dientes son rectos, y que no se incluyen modificaciones del perfil a lo largo
del ancho de la rueda como el crowning, para obtener la longitud de la zona de contacto se puede usar la
expresion mostrada a continuacion.
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A,
Lopev = <o 4)
b
Asi, la longitud de contacto en el modelo de elementos finitos (L.reum) es el resultado de dividir el area de
contacto 4., obtenido en las simulaciones, entre el ancho de la rueda b.

3. PARAMETROS DE TRABAJO

Como se menciond anteriormente, en las simulaciones llevadas a cabo para este trabajo, los perfiles de
los dientes que se han empleado tienen la geometria que se define por los pardmetros recopilados en la
Tabla 1. En cuanto a las ruedas y el montaje de las mismas en la transmision, los detalles se recopilan en la
Tabla 2.

Este nimero de dientes hace que el montaje solo sea posible con un planeta. Esta seleccion se debe al
deseo de evitar los efectos de otros contactos aledafios en el contacto que se analiza en profundidad. Como
se ha presentado con anterioridad, el modelo de elementos finitos (Fig. 1) presenta simplificaciones geo-
métricas que permiten reducir el nimero de elementos y, por lo tanto, el tiempo computacional, pero no
permiten contar con efectos de otros contactos relacionados con mas planetas.

4. RESULTADOS

En primer lugar, se establece una validacion del funcionamiento de ambos modelos. En este caso, la
magnitud escogida para dicha validacion seran las fuerzas de contacto. Dado el coste computacional de las
simulaciones en el modelo de elemento finitos, se seleccionan unas posiciones de interés y de estas se
extraeran los resultados. Igualmente, en el modelo hibrido se seleccionaran las mismas posiciones.

Por lo tanto, las posiciones seleccionadas se corresponden con situaciones en las cuales se tiene un con-
tacto doble entre sol y planeta, que dada la relacion de contacto. Donde hay contactos entre evolventes y
entre evolvente y redondeo en la punta del diente.

Este estudio se centra en situaciones diferentes, donde haya un contacto entre superficies concavas entre
ruedas interiores. Para el contacto entre ruedas exteriores, el primer escenario con un contacto entre redon-
deo y evolvente y otro contacto entre evolventes (Fig. 2a) y un doble contacto entre evolventes para el
contacto entre ruedas interiores (Fig. 2b). En el escenario 2, tanto en el contacto entre ruedas exteriores,
como interiores esta compuesto por un contacto doble entre perfiles de evolvente (Fig. 3 (a) y (b)).

En estos escenarios que se han presentado, las fuerzas de contacto obtenidas por ambos modelos se reco-
gen en la Tabla 3.

Como se puede ver en los resultados numéricos recogidos en la Tabla 3, las fuerzas de contacto que se
obtienen en ambos modelos para escenarios analogos muestran pequenas diferencias. Esto demuestra que
el funcionamiento de ambos modelos es comparable. Partiendo de esta base, el siguiente paso que se pre-
senta en este trabajo se corresponde con el estudio de los resultados en estos escenarios de las longitudes
de las zonas de contacto, empleando ambos enfoques.

Empleando el procedimiento detallado en los apartados 2 y 3 de este trabajo, los resultados que se obtie-
nen para las longitudes de contacto en los escenarios planteados se recogen en la Tabla 4.
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(b)

Fig. 2. Detalle del contacto para el escenario 1 y distribucion de tensiones segin Von Mises: (a) sol-planeta y (b) planeta-anillo.
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(b)

Fig. 3. Detalle del contacto para el escenario 2 y distribucion de tensiones segun Von Mises: (a) sol-planeta y (b) planeta-anillo.
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Tabla 3. Componentes de las fuerzas de contacto en el plano xy para ambos modelos en ambos escenarios de estudio.

Componentes de las fuerza de contacto en xy (N)
Modelo de elementos finitos
Escenario Sol-planeta Planeta-anillo
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
1 F 4080,1 1564,6 | 2795,6 | 2715,7
F, 1485,1 569,5 1017,5 988.4
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
2 F 2330,4 | 31264 | 2963,8 | 24582
F, 8482 1137,9 1078,7 894,7
Modelo hibrido
Escenario Sol-planeta Planeta-anillo
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
1 F 4130,7 1387,0 | 2808,45 | 2756.0
F, 1573.,4 549.,6 973,1 954,9
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
2 F. 24252 | 3099,7 | 2946,4 | 2639.8
F, 923.8 1180,7 1020,9 914,7

Tabla 4. Longitud de la zona de contacto obtenida para ambos modelos en ambos escenarios de estudio.

Longitud de la zona de contacto (mm)
Modelo de elementos finitos
Escenario Sol-planeta Planeta-anillo
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
I 0,5444 0,0169 0,3475 0,5576
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
2 0,1555 0,2335 0,3428 0,3136
Modelo hibrido
Escenario Sol-planeta Planeta-anillo
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
I 0,3802 0,0338 0,3180 0,4446
Diente 1 | Diente 2 | Diente 1 | Diente 2
2 0,3468 0,3418 0,3378 0,4448

Los resultados muestran que el calculo de la longitud de la zona de contacto entre ruedas exteriores con
el modelo hibrido es bastante mas parejo a los resultados obtenidos en el modelo de elementos finitos, que
en el caso del contacto entre ruedas interiores. Ademas, se puede destacar que en el escenario 1 en el
segundo diente donde hay un contacto en el redondeo, la diferencia en los resultado para la longitud de la
zona de contacto son muy pequefias comparadas con los demas contactos estudiados en este trabajo.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se han comparado dos alternativas de simulacion para una transmision planetaria
simplificada, con el objetivo de establecer la precision de una formulacion Hertziana, como es Weber-
Banaschek, en el céalculo de la longitud de contacto entre ruedas dentadas exteriores e interiores. Las
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alternativas escogidas para realizar las simulaciones fueron un modelo de elementos finitos y un modelo
hibrido plano para resolucion de los contactos tanto entre ruedas exteriores como interiores.

En primer lugar se ha validado que el funcionamiento de ambos modelos, desde el punto de vista de las
fuerzas de contacto, es comparable con una precision notable.

Observando las longitudes de las zonas de contacto calculadas con ambos modelos se puede ver que la
longitud de la zona de contacto en ruedas exteriores es mucho mayor al calcularse con la formulacion
Hertziana que la obtenida en el modelo de elementos finitos. Esto se cumple para el escenario de doble
contacto entre perfiles de evolvente. En el caso del contacto en evolvente y redondeo esto no es asi. La
formulacion Hertziana empleada sobreestima la longitud de la zona de contacto en contactos entre perfiles
de evolvente de ruedas exteriores.

Sin embargo, para el contacto entre ruedas interiores en ambos escenarios se aprecia un grado mas alto
de similitud entre los resultados de ambos modelos, pero en el contacto en el segundo diente para ambos
escenarios se puede observar como el error cometido es mas significativo.

El error cometido para el calculo de la longitud de la zona de contacto entre ruedas exteriores demuestra
ser mayor que en el contacto entre ruedas interiores. En el contacto entre ruedas interiores la formulaticon
Hertziana empleada en el modelo hibrido parece ser mas precisa y ajustarse mejor a los resultados del
modelo de elementos finitos.
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HERTZIAN CONTACT ANALYSIS IN PLANETARY GEAR TRANSMISSIONS

Abstract — This work evaluates the accuracy of the Weber-Banaschek formulation, implemented in a 2D hybrid
model, for the resolution of the contact between gears of a planetary transmission. This formulation considers the
Hertzian contact between active flanks in external (sun-planet) and internal gears (planet-ring). This approach
presents some limitations regarding the resolution of both the external, and internal gear contact. The latter can
be characterized as conformal whenever the curvature radii of the contact points are similar, as it happens in the
wheel-rail contact. Thus, this analysis involves both contacts. In order to perform this assessment a new 3D finite-
element model is developed, which including some geometrical simplifications to reduce the computational effort.
Both models simulate analogous meshing scenarios in a planetary transmission with just one planet. The results
of both the hybrid and finite element models are compared in terms of the magnitude of the meshing forces and
length of the contact area. The contact forces show a significant agreement for all scenarios, while the length of
the contact area depicts a better agreement for internal contacts.

Keywords — Internal Contact, External Contact, Hertzian Contact, Conformal Contact, Finite Elements.








