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Resumen. La ensefianza de la Geometria Analitica en Espana en los inicios del
siglo XIX muestra ciertas reminiscencias de la Geometria de Descartes,
aunque también incorpora el uso de sistemas de coordenadas casi como
lo hacemos en la actualidad. La obra Curso Completo de Matemadticas pu-
ras escrita entre 1827 y 1829 por José Odriozola es una buena muestra de
ello. De hecho, en el libro encontramos estas dos formas de hacer Geome-
tria Analitica, aunque claramente diferenciadas en apartados distintos.

En este articulo se hace una breve semblanza del autor, se sittia en el
contexto social y educativo de la época y se muestran los contenidos que
formaban parte de cada uno de los dos apartados indicados. En cuanto
al primero, se senala la forma en que eran construidas geométricamente
las expresiones algebraicas, la interpretacién geométrica que se les daba,
los problemas que se planteaban, la interpretacién de las soluciones ne-
gativas de dichos problemas y las limitaciones de las expresiones alge-
braicas a ecuaciones homogéneas. Estos dos tltimos aspectos fueron un
caballo de batalla para todos los autores de libros de texto, al menos de
la primera mitad del siglo XIX. Asi mismo, se presentan los sistemas de
coordenadas considerados en el libro y la utilidad que se les daba para
resolver algunos problemas geométricos.
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Abstract. While the teaching of analytical geometry in Spain at the beginning of
the 19th century shows some reminiscences of the geometry of Descartes, it
also incorporates the use of coordinate systems, much as is done today. The
work Curso Completo de Matemdticas Puras, by José Odriozola, published
between 1827 and 1829, is a good example of this. In fact, in this book we
find both ways of doing analytical geometry, although they are clearly diffe-
rentiated into different sections.

In this article we provide a brief biography of Odriozola, an overview of the
socio-educative context of the time, and a look at the contents that were part
of each of the two sections mentioned. The first section — that of analytic geo-
metry - describes how algebraic expressions were constructed, the geometric in-
terpretations that were given, the problems raised, the interpretation of nega-
tive solutions to these problems and the limitations of the algebraic expressions
to homogeneous equations. These last two aspects were a bone of contention
for every textbook author, at least during the first half of the nineteenth century.

Likewise, we analyze the coordinate systems that appear in the book, along
with the utility that was given to these systems for solving certain geometric
problems.

Keywords: Analytical geometry; Textbooks; History of education.

INTRODUCCION

La Geometria Analitica nace en el siglo XVII de la mano de René
Descartes (1596-1650) y Pierre Fermat (1601-1665). En un principio sera
Descartes quién pase a la historia como el padre de la misma gracias a
su Geometria (1637), apéndice del Discurso del método, y ello a pesar de
que la geometria que describe en esta obra se parece poco a lo que hoy
consideramos como Geometria Analitica. Actualmente también se reco-
noce a Fermat dicha autoria pues, su obra Ad locos planos et solidos
isagoge, publicada péstumamente en 1679, fue escrita antes de la apari-
cién de La Geometria.

En la obra de Odriozola, y en general en todas las obras de Geome-
tria Analitica utilizadas en Espana en la primera mitad del siglo XIX,
encontramos una Geometria Analitica muy préxima a los métodos de
Descartes, por lo que a continuacién describiremos estos brevemente
antes de llevar a cabo el analisis del libro que nos ocupa.

La notacién utilizada por Descartes en su Geometria es muy similar a
la actual, pero desde el punto de vista conceptual existe una diferencia
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muy importante entre ambas: mientras que ahora consideramos a los pa-
rametros y a las incégnitas como cantidades, Descartes las considera como
segmentos. Esto plantea dos problemas. El primero de ellos es que mien-
tras que con las letras pueden realizarse operaciones aritméticas en ntime-
ro ilimitado, con los segmentos tales combinaciones quedan reducidas al
caso en que el grado de la expresién resultante es uno, dos o tres, pues en
los otros casos ese resultado deja de ser expresable en términos de figuras
geométricas. Por otra parte, las ecuaciones obtenidas deben ser homogé-
neas, pues no tiene sentido sumar un «area» (x2), con un «volumen» (x3),
por ejemplo. Para superar tal limitacién Descartes recurre a la idea del
segmento unitario: un segmento arbitrario adoptado como unidad y que,
operando con él convenientemente, reduce toda combinacién de segmen-
tos, cualquiera que sea su dimensién, a una expresiéon homogénea. Por
otra parte, esa unidad ira sobrentendida y, de hecho, ni ella ni sus opera-
ciones seran explicitas. Asi, para operar con segmentos simplemente es
necesario indicar con una letra cada uno de los datos, y el resultado como
la combinacién respectiva de esas letras de acuerdo con las reglas del dlge-
bra. Ademas, Descartes muestra cémo se interpretan geométricamente las
operaciones algebraicas y aplica todo ello a la resolucién de problemas
geométricos. Para ello traduce el problema al lenguaje algebraico utilizan-
do la equivalencia entre segmentos y letras que acabamos de describir, re-
suelve algebraicamente la ecuacién obtenida y finalmente construye con
regla y compas la expresion algebraica correspondiente a la solucién.!

Como hemos dicho anteriormente, encontraremos una manera ana-
loga de hacer Geometria Analitica en la obra de Odriozola que mostra-
mos en este trabajo.

El segundo problema que surge con esta manera de aplicar el Alge-
bra a la Geometria es la interpretacion y el manejo de las soluciones
negativas, que representan segmentos, y que Descartes desecha por fal-
sas. Sin embargo, los matematicos del siglo XIX buscaran una interpre-
tacion de las mismas en el contexto del problema.

El objetivo de este trabajo es analizar la forma en la que Odriozola
plantea la ensefianza de la Geometria Analitica en cuanto al tratamiento

! René Descartes, La Geometria (Buenos Aires: Espasa-Calpe, 1947 [1637]). Traducciéon de Pedro
Rosell. David Eugene Smith y Marcia L. Latham, The Geometry of René Descartes: Translated from de
French and Latin, with a facsimil of the first edition, 1637 (Illinois: Open Court, 1952).
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que da a las expresiones algebraicas y a las soluciones negativas de los
problemas, asi como al uso de los sistemas de coordenadas.

EL AUTOR

José Odriozola fue un matematico, militar y artista espafiol nacido en
Cestona (Guiptizcoa) (1785-1864). Sus primeros estudios los realizé en la
Real Academia de San Fernando (Cadiz), de la que seria nombrado acadé-
mico de mérito en 1814. En su estancia en San Fernando adquirié conoci-
mientos matematicos, ya que el centro cuidaba mucho estas ensefianzas.?

En 1808 se incorporé como cadete a los voluntarios de Borboén, en Gali-
cia, comenzando asi su carrera militar, llegando a ser coronel de Infanteria
y teniente coronel de Artilleria.? En 1810 consiguio su primer cargo docente,
como profesor de batallén de cadetes, en Andalucia. Tras esto ocup6 los car-
gos de profesor ayudante en los colegios de Artilleria de Sevilla (1813), Sego-
via (1814), Badajoz (1823) y Alcala de Henares (1830). Entre 1823, afio en
que cerr6 el Colegio de Badajoz, y 1830 en que se incorporé al de Alcala,
Odriozola preparé algunos de sus tratados técnicos y cientificos destinados
a centros superiores de formacién militar. Entre ellos se encuentra el Curso
Completo de Matemdticas Puras que se publicé entre 1827 y 1829, escrito por
encargo de la Junta Superior Facultativa del Real Cuerpo de Artilleria,* aun-
que posteriormente se utilizaria en la segunda ensenanza.

Durante 1834-35 realiz6 un viaje por Europa, donde se familiarizé con
las industrias y técnicas militares mas avanzadas, primero en Francia y Ale-
mania y después en Inglaterra. En este viaje Odriozola adquirié una predi-
leccién por el saber técnico frente al cientifico, como base del desarrollo del
pais y durante la década siguiente intent6 poner en practica estas ideas, so-
bre todo en el Seminario de Bergara, del que fue nombrado director en
18455 En 1840 escribi6é unas «Normas para el fomento de la ensenanza

2 Enciclopedia Universal Ilustrada Europeo-Americana, «Odriozola» (Madrid: Espasa-Calpe, S.A.,
1929), t. 39, 745.

3 Alexander Maz, «Los nimeros negativos en Espafia en los siglos XVIII y XIX» (Tesis doctoral,
Universidad de Granada, 2005), 298-299.

+ Enciclopedia Aufiamendi, Fondo Bernardo Estornés Lasa, «Odriozola Onativia, José», Enciclope-
dia Auniamendi. Fondo Bernardo Estornés Lasa. http:/www.euskomedia.org/aunamendi/99088
(consultado en julio de 2014).

5 Enciclopedia Auniamendi, «Odriozola Onativia, José».
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primaria y secundaria» en las que defendia las asignaturas cientificas con
una clara orientacién practica y experimental. Vea opina que este autor fue
«uno de los pocos matematicos espanoles de la primera mitad del XIX con
iniciativa propia para mejorar la situaciéon académica de las matematicas,
tanto en la ensefianza militar como en su posterior repercusion en la ense-
fianza tanto elemental como de ampliacién».6

Otro de los indicios que muestran el interés de Odriozola por el desa-
rrollo de la ciencia fue su participacién en la fundacién de la Real Aca-
demia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales en 1847.

Este autor publicé numerosos tratados cientificos entre los que cita-
remos: Tratado elemental de Mecdnica (1832), Mecdnica Aplicada a las
mdquinas operando, o Tratado tedrico y experimental sobre el trabajo de
las fuerzas (1839) y Curso Completo de Matemdticas Puras (1827-1829),
que es la obra que nos ocupa.

LA OBRA”

Esta obra fue escrita para su uso en las academias militares, como se
desprende de la carta, incluida al comienzo del tomo I, publicado en 1827,
dirigida a D. Miguel de Ibarrola, Secretario del Estado y del despacho Uni-
versal de la Guerra, en la que le presenta el libro, indicando ademas que ha
«procurado esplicar las materias con la estension propia de su estado ac-
tual en Europa».8 Pero posteriormente se recomendé como texto para la
segunda ensefnanza, apareciendo en las listas oficiales de libros aprobados
por el gobierno para el curso 1846-47, recogidas en la Gaceta de Madrid de
8 de septiembre de 1846.

Asi mismo, en el prélogo Odriozola especifica el nivel al que va desti-
nado, indicando «que un curso completo de Matematicas no es obra
para escuelas de primera ensefianza».® Afiade también:

¢ Fernando Vea, Las matemdticas en la ensefianza secundaria en Esparia en el siglo XIX (Zaragoza: Se-
minario de Historia de la Ciencia y de la Técnica de Aragén. Facultad de Ciencias (Matematicas),
1995), 178-179.

7 En las citas se ha respetado la ortografia original.

8 José Odriozola, Curso Completo de Matemadticas Puras. Tomo I: Aritmética y Algebra Elemental (Ma-
drid, Imprenta que fue de Garcia, 1827). Prélogo.

9 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo I, VI.
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Esta obra consta de cuatro tomos, en los cuales presentamos los
tratados que en el dia forman el total de las Matematicas puras por
el orden mismo con que se han de estudiar [...]. Este orden sucesivo
de materias hace que la obra pueda servir de testo en todos los esta-
blecimientos donde se ensefian Matematicas, ya para los que solo
necesitan ciertos conocimientos elementales de ellas, ya también
para los que hayan de abanzar mas en la carrera de la ciencia.!

El libro analizado corresponde a la primera edicién del Curso Com-
pleto De Matemdticas Puras. Tomo III: Algebra Sublime y Geometria Ana-
litica, impresa en Madrid en la «Imprenta que fue de Garcia», en 1829,
aunque los tomos I y IT datan de 1827.

CURSO COMPLETO,

MATEMATICAS
} PURAS

POR DON FOSE DE ODRIOZOLA,

capitan del Real cuerpo de Artilleria, académico

de mérito de la Real academia de san Fernando

de nobles artes, y prefesor que fue de matemndticas
en el colegio de su arma.

B el
TOMO I
MOnHOmm eI

ALGEBRA SUBLIME
Y GEOMETRIA ANALITICA.

MADRID!
imprenta que foe de

1829,

Tlustracién 1. Caratula del libro.
10 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo I, VL.
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El libro consta de 337 paginas de las cuales dedica 158 a la Geome-
tria Analitica que esta recogida en el «Tratado V» titulado «Geometria
analitica o Aplicacién del Algebra a la Geometria». Este segundo térmi-
no aparece en la mayoria de las obras de Geometria Analitica de este
siglo, en ocasiones de forma indistinta al término Geometria Analitica,
como es el caso, y en otros distinguiendo entre dos formas distintas de
hacer Geometria Analitica: una mas préxima a la geometria de Descar-
tes, que hemos descrito brevemente al principio, y otra en la que se hace
uso de los sistemas de coordenadas, muy similar a la actual.! Odriozola
distingue entre estas dos formas de hacer geometria hablando de «Ecua-
ciones determinadas de la Geometria» (cap. 1) en el primer caso y «Ecua-
ciones indeterminadas de la Geometria» (cap. 2) en el segundo. Todo
ello englobado dentro de la geometria plana, dedicando otro apartado a
la geometria del espacio.

En este articulo trataremos algunos aspectos estudiados en esos dos
primeros capitulos.

LA GEOMETRIA ANALITICA DE ODRIOZOLA

Como hemos comentado, en este texto encontramos dos maneras
muy diferentes de hacer Geometria Analitica, que el autor separa en los
capitulos 1 y 2 citados en el punto anterior. En la primera, Odriozola
muestra una forma de resolver problemas geométricos en la que el Alge-
bra se aplica a la Geometria de manera similar a como se hace con la
Aritmética, con la diferencia de que los nameros y las letras de las ecua-
ciones representan segmentos y no cantidades. Esto conlleva, como co-
mentamos en la introduccién, dos limitaciones importantes: en primer
lugar, que las ecuaciones deben ser homogéneas y, en segundo lugar, el
problema de la interpretacién de las soluciones negativas. Por otra par-
te, una vez obtenida la solucién algebraica, ésta se construye con regla y
compas. Todos estos elementos se encuentran desarrollados en la obra.

La segunda manera de hacer Geometria Analitica, que aparece bajo
el epigrafe «Ecuaciones indeterminadas de la Geometria» se basa en el

11 Tsabel M. Sanchez, «<La Geometria Analitica en los libros de texto para secundaria y universidad
en Espafia en el siglo XIX» (Tesis doctoral, Universidad de Salamanca, 2015).
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concepto de lugar geométrico y se utilizan sistemas de coordenadas para
determinar un punto en un plano.

Ecuaciones determinadas de la Geometria

Odriozola comienza este tema con una leccién preliminar en la que
explica la importancia de la aplicacién del Algebra a los problemas
geométricos, pero sin menospreciar las demostraciones propias de la
Geometria Elemental, y los pasos necesarios para llevar a cabo esta ayu-
da mutua.

Cuando aborda el papel que ocupa el Algebra y los asuntos que trata
advierte acerca de una de las limitaciones que ya se han comentado:

Toda espresion de Algebra 6 de Aritmética manifiesta concep-
tos acerca de cantidades, sea cualquiera la especie 4 que se con-
creten; de suerte que cada ecuacion de las que se ha dado a cono-
cer en el calculo general, se puede referir 4 la especie que
convenga al calculador, salvo siempre la homogeneidad, y por
consiguiente 4 las particulares de la estension.!?

Senala la importancia de aplicar el Algebra a la Geometria resaltan-
do el papel de Descartes en esta rama:

Por mucho tiempo se abstuvieron los gedmetras de em-
plear el Algebra en las cuestiones indeterminadas de Geo-
metria, sin embargo de ser un ramo estenso y mas fecundo
en frutos, que el de las determinadas; hasta que Descartes
introdujo esta novedad que en los tltimos tiempos ha ocu-
pado talentos sublimes. A los modernos debemos innume-
rables verdades recientemente descubiertas; con que se
han enriquecido los tesoros de la Geometria, creando nue-
vas ciencias, y metodizando las fisicas, de manera que hay
en nuestros dias cuerpos muy estensos de doctrinas eviden-
tes que por la andlisis indeterminada se han formado en dichos
ramos.'

12 José Odriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras. Tomo III: Algebra Sublime y Geometria
Analitica (Madrid, Imprenta que fue de Garcia, 1829), 169.

13 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 179.
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Pero no menosprecia las demostraciones propias de la Geometria
elemental, pues:

en ellas la evidencia se hace sensible con objetos; y asi el método
antiguo de los creadores se conserva para esplicar las verdades
fundamentales, en que se apoya el calculo para deducir otras nue-
vas, pero interponiendo desde los principios el auxilio del Algebra
cuando fuere oportuno a beneficio de la claridad.!4

Tras esto, pasa a explicar las aplicaciones del Algebra a la Geometria
y viceversa:

2. Desde ahora vamos & tratar de las reciprocas aplicaciones de
una ciencia 4 la otra; y por el resultado se formara el juicio de que
mas necesita del Algebra la Geometria, que de ésta la primera.

Nuestro actual asunto se divide en dos como la Geometria ele-
mental; el primero es Algebra en la Geometria plana; y el segundo,
Algebra en la Geometria del espacio, desempefiando en ambas par-
tes lo que exigen las aplicaciones reciprocas que hemos indicado, y
estan resumidas en dos proposiciones generales: 1.2 cifrar en len-
guaje de calculo las cuestiones y resolverlas: 2.* construir espresio-
nes del célculo, 6 traducirlas 4 lenguaje de figuras geométricas.!s

Vemos aqui la manera de trabajar que apuntabamos en la introduc-
cién: se identifican las cantidades presentes en el problema, que en este
caso seran las longitudes de los segmentos, se traducen a expresiones
algebraicas y una vez resuelta la ecuacién correspondiente se constru-
yen geométricamente las soluciones. Da también unas orientaciones ge-
nerales de cémo hacer las construcciones:

Para las construcciones se traza la escala (Geom. elem. 38), en
ella se toman las unidades que contienen las cantidades conocidas,
y la figura descrita oportunamente con éstas ha de manifestar las
incégnitas, como se hizo ya en la Geometria elemental cuando se
hallaron cuartas y medias proporcionales & rectas dadas.1¢

14 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 180.
15 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 180.

16 Odriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 180.
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Anade que también en la Trigonometria se encontraron ejemplos
«del modo con que se cifran problemas de la estension en lenguaje del
Algebra», y termina recordando la regla general para pasar del lenguaje
geométrico al algebraico «que consiste en suponerlas resueltas (las cues-
tiones), y nombrando con cifras propias las cantidades, escribir la ora-
cion para despues resolver segun los principios del calculo».!?

Incluimos uno de los problemas resueltos por el autor para mostrar
de forma mas concreta los pasos que sigue para resolverlo y como aplica
el dlgebra a la geometria: «V.° Dado un poligono ABCDF..., construir otro

. . B . . n
semejante cuya area esté con la primera en la razon de nimeros — ».
m

Odriozola, a diferencia de otros autores de la época, comienza resol-
viendo el problema mediante métodos de la Geometria elemental, para
hacerlo después con el algebra.

Establece las condiciones que tienen que cumplir los lados homélo-
gos de ambos poligonos: «Hay que hallar un lado AB' homélogo de AB:
y para ello, las dos condiciones de ser las areas como los cuadrados de
lados homoélogos por su naturaleza, y como las lineas 6 nimeros n, m

., 2
por el dato, producen la relacién ‘“’;2 — .8
AB m

Para construir la solucién, recuerda una propiedad de los lados de un
triangulo rectangulo basada en el teorema del cateto:

Debiendo primero resolver el problema graficamente; recuér-
dese que la perpendicular AJ bajada desde el vértice del angulo
recto & la hipotenusa BB/, divide 4 ésta en dos partes BJ, JB' cuya

. 12 /
razén es (Geom. elem. 83)48__ _ /B
ABZ ~ JB

Por otra parte, prolongados los catetos y la perpendicular, los
!
segmentos de todas las paralelas 4 BB' estdn en la razén 18- 19
JB

17 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 181.
18 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 195.

19 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 196.
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Tlustracién 2. Figura 10. Odriozola, 1829.

Esta propiedad se utiliza para construir el lado buscado AB’, pero lo
hace fuera del poligono y luego lo traslada a él:

Tirese pues una recta indefinida y tomando en ella las partes
PK=m, KH=n, constriyase sobre el diametro PH el semicirculo, y
leviantese en K perpendicular. Féormese el tridngulo rectangulo
PAH; y después de trasladar al cateto AP el lado AB del poligono

dado, dirfjase BB' paralela 4 PH, y serd AB' el lado que se busca
homoélogo de AB.2

Esto lo hace con cada lado del poligono hasta que se obtiene el que
se pretende:

Para construir el nuevo poligono conforme a lo espuesto
(Geom. elem. 105), se hallan los demas lados por cuartas pro-
porcionales; 6 bien sobre el mismo poligono empezando desde
B!, se trazan B'C, C'D' [...] paralelas & los respectivos lados de

ABC [...] que seran cortadas debidamente por las diagonales AC,
AD,[..].2

20 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 196.

21 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 196.
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Tlustracién 3. Figura 11. Odriozola, 1829.

Después de explicar la construcciéon desde el punto de vista de la
Geometria, obtiene la solucion utilizando el Algebra:

La analisis manifiesta el resultado del mismo problema con
mucha presteza; pues con las notas AB=q y de su homélogo des-
conocido AB'= x, el problema es % e % , vy la solucién x = %\/mn.

Se construye elevando primeramente la perpendicular
KA = +v/mn en el circulo cuyo didmetro es PK+KH=m+n, para des-
pués hallar una cuarta proporcional x 4 las rectas q, vmn, m.2

Veamos cémo explica Odriozola la «construccién de las ecuaciones
determinadas» a lo que esta dedicada la leccién primera del capitulo I:
«El asunto de esta leccion es traducir a lenguaje de figuras las mismas
espresiones algébricas, que en la Geometria elemental se hallaron al tra-
ducir 4 lenguaje del céalculo las relaciones que tienen entre si las lineas,
las superficies y los volumenes».23

22 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 196.

23 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 182.
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Como otros autores de esta época,?* Odriozola insiste en la homoge-
neidad de las ecuaciones, utilizando de forma explicita una unidad para
conseguirla, asi como en la explicacién de la construccion de las solucio-
nes negativas de una ecuacién. Sin embargo, en ninguin caso dedica una
seccién aparte para explicar estos dos aspectos, sino que aparecen entre-
mezclados en el texto con otras cuestiones, tanto en la teorfa como en
los problemas, por lo que analizaremos estos puntos de forma conjunta
a la construccién de las férmulas.

Odriozola hace un resumen de lo visto en Geometria elemental, inci-
diendo en la «dimensién» de las expresiones algebraicas:

1.Las lineas estan espresadas en términos de una sola dimen-
sién, tales como x = a + b, x = nb, siendo n nimero abstracto

x=%,x=\/(a2 + b2), x =/ (ab):

2.° Las superficies estan espresadas en productos de dos me-

didas, como x = ab, x = a? , siendo x superficie, y los productos

espresiones abreviadas de X = & , X =2 con las unidades
i . xt _arbr’ x1  a?

x'a', b', de medida respectivas, de x,a,b.

3.° Las espresiones de tres medidas dicen valores de los volua-

. x abc x a3
menes, como x = abc, x = a3, abreviadas de = = ==
[ ] X! arbrer’ xr ar3

25

La homogeneidad de las expresiones es una cuestién clave para poder
obtener expresiones con significado geométrico, y para conseguirlo senala:

De modo que siendo precisa la homogeneidad en las compa-
raciones, y por ello solamente comparables lineas entre si, super-
ficies igualmente, asi como los volimenes; toda espresion de can-
tidades geométricas habra de tener en los términos de ambos
miembros igual nimero de factores lineales, fuera de los coefi-
cientes abstractos, porque asi vienen las espresiones halladas li-
brandolas de forma fraccionaria.?

24 Sanchez, «La Geometria Analitica en los libros de texto para secundaria y universidad en Espafia
en el siglo XIX».

35 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 183.

26 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 182.
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En el caso de la Trigonometria, para simplificar cédlculos aparecen
expresiones que no son homogéneas y aparentemente contradicen lo di-
cho, pero incorporando el radio, que se toma como unidad de medida,
se observa que en realidad son expresiones homogéneas:

Por otra parte, en la Trigonometria, 4 fin de simplificar el cal-
culo, se suprime con frecuencia el radio por suponerle unidad de
medida; y de aqui procede haber entonces en las ecuaciones mez-
clados términos de una dimensién con otros de dos y aun de tres;
pero haciendo mencién del radio 1, se veria que entra en ellos con
la potencia necesaria, para que todos fuesen de igual namero de
dimensiones.?’

De forma analoga, en Geometria se hace uso de la unidad para obte-
ner expresiones homogéneas, de manera que dichas expresiones puedan
ser traducidas a formas geométricas:

Es pues necesaria cualidad de las notas algébricas para ser
traducidas en figura de Geometria, el que sus términos de ambos
miembros se completen hasta tener igual niimero de dimensiones
cada uno, introduciendo en aquellos 4 quienes falten, la unidad
lineal elevada & la potencia necesaria, para que la suma de espo-
nentes de cada término sea el mismo: y una espresion asi comple-
tada se llama homogénea.?

Una de las cuestiones que aparece en este libro, asi como en otros de
la época, es que se dota de significado geométrico a las expresiones alge-
braicas que surgen en la resolucién de los problemas geométricos. Para
ello se utilizan las operaciones entre segmentos y se construyen geomé-
tricamente estableciendo la relacién geometria-algebra. Estas construc-
ciones las hace primero en el caso de que expresen longitudes, luego
para areas y por ultimo para volimenes. A continuacion, se explicaran
en detalle y se pondran ejemplos de los tres casos.

En el primer caso Odriozola explica cémo sumar o restar segmentos
y construir algunos tipos de cocientes y radicales:

27 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 183.

28 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 183.
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4. Para construir x =a*b, se tira una recta arbitraria y en
ella se adopta, cuando no fuese dado, un punto O por origen de
lineas: tomando después en la escala de partes iguales, que debe
construirse de antemano, el valor de g, se traslada & la recta inde-
finida fijando en O la punta del compas: supuesto a = OF, se tras-
lada también 4 continuacién FL = b si es b positiva, y resulta
OL = a + b. Mas cuando fuere b negativa, se descontara FL' = b
desde F retrocediendo acia el origen, y quedara OL' = a-b.?°

L.
AR I ¥ ]

Tlustracion 4. Figura 1. Odriozola, 1829.

También explica el caso en que b>a, y por tanto a-b<0 y de esta forma
indica como tratar las cantidades negativas:

Puede suceder que sea b>a, de modo que, al retroceder desde
F acia el origen, resulte b=FL'"; en este caso x habra pasado 4 ser
menor que cero en la cantidad OL", y sera OL"=-x=a - b. Por esto,
siempre que se haya de construir una linea espresada con signo
negativo, es necesario trazarla desde el origen 4cia la parte opues-
ta de la que ocuparia si fuese positivo el signo.3

La construccién de distintos cocientes se reduce a la de cuartasbpro—
a

porcionales a tres segmentos dados. El caso mas sencillo es x = +—.
e

5.x=+% % es teorema de lineas proporcionales con la incég-
nita x. Trazadas las rectas OM, ON formando cualquiera angulo,
téomense en OM las partes OD = ¢, OD' = b, y en ON la parte OB=a.
Dirijanse DB, D'B' paralelas, y resultara OB' = x (Geom. elem. 38,
IID).3!

2 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 184.
30 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 184.

31 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 184.
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Tlustracién 5. Figura 2. Odriozola, 1829.

En el caso en que una de las cantidades sea negativa también se ex-
plica el procedimiento de construcciéon de forma anéloga.

[...] Si fuese negativa una de las cantidades a, b, e, lo sera tam-
bién x; y tomando las dos positivas 4acia una parte del origen, y la
negativa acia el otro, en las lineas correspondientes, resultard a cada
lado un triangulo, ambos semejantes, y el lado de uno de ellos sera
-x, como OB" cuando OD" fuere igual 4 la negativa de las dadas.®

En caso de cocientes mas complejos los reduce al caso anterior, por

d se simplifica haciendo ab _ m,% =n, con lo que re-

. . ab
ejemplo six =
mn € dg . e .
sulta x =—, todos ellos cocientes que se construyén sucesivamente por
, g . .
el método explicado en el punto anterior.
También explica los casos en que hay polinomios en el cociente. Es-
pecialmente interesante es aquel en que el denominador es un polino-
. ab .
mio, x=———. En esta ocasién toma k =e= f, que construye como ha
. ex f . ab .,
explicado antes, con lo que obtiene x =+—— que también se sabe cons-

truir. Considera el caso de que el denominador sea negativo y el nume-
rador positivo, con lo que x también sera negativo. Lo interesante de
esta construccion es la reflexién que hace sobre como puede pasar un
valor de positivo a negativo:

32 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 184.
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Hasta aqui hemos considerado las lineas negativas, como si
hubiesen llegado 4 tener este signo pasando por el valor cero des-
de positivas: asi puede considerarse también k, pero no x; porque

b
en el caso de k=0, seria x = L o de modo que ha llegado x de

positiva & negativa pasando por el infinito. Conocemos ya dos
modos diferentes de haber cambio de signo en la espresion de
una linea, conformes 4 los que reconocimos en casos de ocurrir
este accidente en la cantidad general (Algebra elemental 131).33

Esta reflexién también la hacen Mariano Zorraquin en su obra Geo-
metria Analitico-Descriptiva (1819)34y Alberto Lista en Elementos de Ma-
temdticas Puras y Mistas (1825).35 Vemos que consideran las cantidades
como continuas —como expresiones algebraicas que son, de hecho
Odriozola nos remite al Algebra— pudiendo tomar cualquier valor. La
diferencia entre Zorraquin y Odriozola es que el primero utiliza esta
propiedad como una caracteristica de las cantidades que cambian de
signo, para saber en un problema qué cantidades pueden pasar de posi-
tivas a negativas y dar nuevas interpretaciones de ese problema o de las
soluciones negativas que aparecen. Odriozola, sin embargo, simplemen-
te hace la reflexién cuando aparece el caso, pero no lo utiliza para resol-
ver ningun problema.

También trata Odriozola la construccién de expresiones radicales:

10. Para construir la linea del valor que espresa x = +Vab en
que x es media proporcional entre a y b, tomese la recta DF=a+b,
y describase un circulo cuyo didmetro sea DF y elevando la recta
HG perpendicular en el punto H de adicién, la parte HG 6 HG'
comprendida entre H y la circunferencia, sera la linea x.3¢

33 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 185.

3 Tsabel M* Sanchez Sierra y M* Teresa Gonzélez Astudillo, «La Geometria Analitico-Descriptiva de
Mariano Zorraquin» HISTEMAT 2, no. 3 (2016): 200-228.

35 Isabel M* Sanchez Sierra y M* Teresa Gonzalez Astudillo, «La geometria analitica de Alberto Lis-
ta». Epsilon - Revista de Educacién Matemdtica 34, no. 95 (2017): 7-24.

36 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 187.
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Tlustracién 6. Figura 3. Odriozola, 1829.

Es decir, utiliza el teorema de la altura para construirlo.

11. Si se ofrece hallar el valor de la linea x por la ecuacién
x =+/(a®+b?) 6 x*>=a?=+b? sabemos que construyendo un
triangulo rectangulo cuyos catetos sean a y b, la hipotenusa sera
x en caso de b? positivo; pero si este fuese negativo, a sera hipote-
nusa, b un cateto y x el otro. En el primer caso, construyendo con
lados indefinidos el angulo recto y fijando la punta del compés en
el vértice F, se marcan los estremos de los catetos para trazar la
hipotenusa GH=x. En el segundo caso, marcando el estremo H
del cateto FH conocido desde H con el radio a se trazara un arco,
y éste cortara en G el otro cateto FG=x.3"

37 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 187.
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Tlustracién 7. Figura 4. Odriozola, 1829.

Como en el caso de los cocientes pone ejemplos de radicales mas
complejos que se construyen reduciéndolos a los casos anteriores. Por
ejemplo, en el caso x =+a® +b>+c* +... hace Vv’ =a’ +b’, construye v, y
después x =+/v? +¢* .3

Ademéds, analiza la ecuacién x* + px = ¢, cuyas soluciones contienen
expresiones radicales. Vemos aqui un ejemplo de uso explicito de la uni-
dad para convertir la ecuacién en homogénea. Después halla sus solu-
ciones, cuya construccion se reduce a los casos anteriores:

4.° La espresion x2+ px = q exige completarse multiplicando el
segundo miembro por r=1 , con lo que viene 4 ser x2+ px =rq y
haciendo rg = m? laincégnita despejadaes x = -l_-% + (m2 + %pz)
facil de construir por adicion de las lineas -I_-% py \/ (m2 + ‘—1Lp2).39

El uso de los teoremas de Geometria le sirve para realizar otras cons-

trucciones de las soluciones de la ecuacién anterior sin necesidad de
resolverla;:

13. Los teoremas de Geometria elemental [...] también son
aplicables & la construccion de raices en las ecuaciones de segun-
do grado, sin que sea necesario despejar la incognita; pues, x?+ px =

38 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 187.

3 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 187.
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m? equivale 4 x (x + p) = + m? la cual en todos los casos que envuelve
se puede construir por las lineas proporcionales del circulo.#

Obsérvese la visién geométrica que tiene, que le permite ver en una
ecuacion una propiedad de la circunferencia. Por ejemplo, la expresién
x (x — p) = m2se puede traducir a la propiedad de la circunferencia que

dice que si una cuerda (en este caso #2) y un diametro (x), tienen un pun-
to comun sobre la circunferencia, la cuerda es media proporcional entre

el diametro y su proyeccion sobre este (x-p).
Ademas de las expresiones anteriores construye x =+vm, que con-
vierte en homogénea utilizando la unidad, =1, con lo que se transforma
en x =+rm, «que se construye como se ha dicho anteriormente».*! Pero
ademas da formas particulares para construir V2, V3,5 y V6.

Si es m=2 describase un circulo con el radio =1 y el lado del

cuadrado inscrito vale \E (G.el. 101, IL.°).
Si es m=3; el lado del tridangulo equilatero inscrito en el mis-
mo circulo del radio r = 1 vale 4/3 como se sabe (Geom. 101, I°).

Cuando sea m=5 con los catetos AB=2, BC=1 se construye el
triangulo rectangulo ABC, en que es AC = V4 + 1 =5. %

Tlustracién 8. Figura 5. Odriozola, 1829

4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 188.
4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 188.

42 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 188
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De forma analoga construye V6 utilizando como catetos AC = V5 y
BC=1, y aniade que «por el mismo orden se pueden construir sucesiva-
mente las raices cuadradas de todos los nimeros enteros».*

Para las ecuaciones de grado superior al segundo indica:

15. Dada una ecuacién de grado superior al segundo, com-
prendida en la general x™ + px™~1 + gx™"2 + &c., y hallados
analiticamente sus factores simples y los binarios, la cons-
truccién de sus raices de primero y segundo grado se redu-
ce & practicar lo prevenido en los casos anteriores.*

En cuanto a la construcciéon de las «expresiones circulares» sefala:

. . sena cosa
16. En las espresiones circulares x = ==, v = —= hay que su-
. . 2 r-sena r-cosa
plir el radio r=1; y de este modo pasan 4 ser x = L e

en que x y v son cuartas proporcionales 4 tres rectas dadas. Para
construirlas se traza con un radio HG arbitrario el arco (ilustra-
cién 8); se toma el valor GL del dngulo a cuya linea trigonométri-
ca es conocida, para tener GF=sena, HF=cosa.

Sabiendo ya los valores de tres dimensiones de cada ecua-
cion, facil es construir x y v por el método (5) de cuartas propor-
cionales.4

Vemos aqui, como ya habiamos dicho, el uso explicito de la unidad,
que en otros autores de la época no se da. La citan y explican cémo debe
usarse, pero generalmente la utilizan de forma implicita.

Odriozola también explica la construccién de un area y un volumen:

17. [...] Para traducir a lenguage de Geometria la espresion
x=ab, desde luego se advierte que x representa una area, por cons-
tar de dos dimensiones el segundo miembro: y sabemos por los
elementos que tanto el rectangulo construido con los lados a y b,

4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 188.
4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 188.
4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 189.

% Sanchez, «La Geometria Analitica en los libros de texto para secundaria y universidad en Espafa
en el siglo XIX».
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como el paralelogramo de dngulos arbitrarios que tenga por base
una de estas dimensiones y por altura la otra, como también el
triangulo que tenga por base la una y por altura el duplo de la
otra, constan de un mismo ntimero de unidades cuadradas espre-
sado en el producto ab. De suerte que, construyendo asi cualquie-
ra de dichas figuras, queda resuelto el problema.+

Propone una expresion trigonométrica que aparentemente es de di-
mension tres (es decir, un volumen), pues tiene tres factores, pero que
resulta ser de dos (o sea, un area) al hacer uso de la unidad, que en este
caso es el radio.

Si la espresion que se ofrece construir fuese x=a-b-senu 4 pri-
mera vista se nota que pertenece a las de dos dimensiones, por-
que falta en el denominador el radio r=1 4 quien se refieren todas
las lineas trigonométricas. Completandola y haciendo p = £5%

hay que construir finalmente x=pb.4

Y explica su construcciéon: «Supuestos HG=r, GF=senu, HE=a, HK=b,
sera ED=p; y el paralelogramo HM tendra el area x=a-b-senu ».4°

Después estudia dos casos particulares de areas: la primera, el caso
en que senu=1, en que la expresion se convierte en x=ab, «area del rec-

tangulo cuyos lados son a, b». La segunda, la expresiéon de grado dos
Y = a?bc+bdfg-d3h

- . cd+eh A
maciones, en producto de dos expresiones de grado uno, que llama g y

w, respectivamente, «luego, x es un rectangulo que tiene por base y altu-
ra las lineas g, w».5

, que simplifica convirtiéndola, tras diversas transfor-

Por tltimo, se ocupa de la construcciéon de volimenes. Uno de los
casos que propone es el relativo a la expresién que transforma, de mane-
ra similar al anterior, en x = ¥’w, que «expresa el volumen de un parale-
pipedo, que tenga por base el cuadrado 72 y por altura la linea w», y del

47 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 189.
4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 189.
4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 190.

50 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 190.
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que dice que «la construccion es facil por las reglas de la Geometria en
el espacio»,s! y explica como construir la expresion x=abc:

Si se hubiera de construir la figura cuyo volumen espresa x en
x=abc, es arbitraria la combinacién de dimensiones para la base,
y la figura paralel6grama de ésta, é igualmente la inclinacién del
paralelepipedo respecto de la base. Es preferible sin embargo la
figura rectangular por ser mas determinada, y también porque
x=abc se puede considerar como caso particular de x = abe- senu,
cuando el seno es igual al radio, y aqui sen u = 1.5

Y para el caso general:

Si la ecuacién que se ha de construir fuere la mas general
x=abc- senu se halla primeramente la linea p=a-senu; y resulta el
paralelogramo pb 6 pc para la base, que sera cualquiera de las
caras del paralelepipedo, quedando para la altura de éste la otra
dimension de pbc.

Incluimos a continuacién dos de los problemas resueltos por el autor
en los que se aplican algunas de las construcciones explicadas anterior-
mente. Se puede observar también como trata las soluciones negativas
de los problemas, asi como la necesidad de utilizar expresiones homogé-
neas o, al menos, aquellas que representen una entidad geométrica:

II1.° Cortar la recta AB en media y estrema razén, es decir, en
dos partes de manera que la mayor sea media proporcional entre
la menor y el todo.

En este problema encontramos la construcciéon de un radical y de
una solucién negativa.

Como en el resto de problemas, hace mencién a la solucién geomé-
trica, pero en este caso no la incluye, pues senala que ya se hall6é en la
parte de Geometria. Se resuelve el problema por métodos algebraicos,
que incluimos a continuacién:

5t Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 191.

52 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 191.
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Para resolver analiticamente la cuestién, sea AB=a, AD=x, de
X

que resulta DB=a-x, y el problema cifrado en £ = X
X a—Xx

Preparese por las reglas del Algebra esta ecuacion para resolverla, y
despejando x se hallara x = — %a + ,(az + %az),sz

e

& ‘.. 8
.
- -
al
. - ' .
- "
4

-
L UL
- o

-
~ -."Qv L R R R L R Rl L Sl L Ll Lo B 1 T DU S S— “
ey e 2
. p ’.n . 5 :
5 - -, " o
' - -
' * ‘u ,
- : B + R T L T PR T
-
4 ' F A% .
: . ' '
.
'
.

. o‘<-nn-..u'».~”..0 e l i
e M e e,

et

h:

Tlustracién 9. Figura 8. Odriozola, 1829.

A continuacion, construye la soluciéon geométricamente:

Habiéndola de construir, elévese la perpendicular BC = %a y
sera AC = (a2 + iaz) . Tomando en la recta AC la parte CF=CB,
y en la recta AB la parte AD=AF, se tiene AD = — % + (az + iaz) 54

Y construye la negativa, aunque en este caso la desecha:

Para construir la otra raiz hallese AC' = — (a2 + %az), y por
analogas operaciones acia esta parte, serd AF"=AD" del valor
X = —%— (az + %az) ; sin embargo de que esta raiz no hace al

caso, pues el problema exige que el punto de division se halle en-

tre Ay B.55

53 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 193.
54 QOdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 194.

55 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 194.
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Haremos dos observaciones sobre la resolucion de este problema, en
relaciéon con otros autores de la época.s¢ En primer lugar, es usual que
una vez construida la solucién algebraica se comprueba si, en efecto, es
la correcta; en este caso que la construida es la cuarta proporcional bus-
cada. Odriozola sabe que es la solucién del problema porque lo ha re-
suelto antes geométricamente, pero no comprueba que, en efecto, coin-
cide con la solucién algebraica.

Por otra parte, la solucién negativa no se suele desechar, como es el
caso, sino que se interpreta utilizandola, generalmente para dar una ver-
si6on mas general del problema.s

IV.° Dada la recta DF, dividirla en dos partes con las cuales ha
de formarse rectangulo igual 4 un cuadrado conocido m2.

En este problema se lleva a cabo la construccién de un area. Obsér-
vese que toma como area m?, y no una cantidad »z, para conseguir asi
que la ecuacién obtenida sea homogénea, sin necesidad de utilizar la
unidad.

Segtn su costumbre, Odriozola, primero hace la construccién por
medios puramente geométricos:

Después de construir el semicirculo sobre el didmetro DE y
elevar en D la perpendicular definida, témese en ella DL=w1, la
recta LG paralela al didmetro corta la circunferencia en dos pun-
tos G, G'y las perpendiculares GH, G'H' cortaran al diAmetro en
los puntos H, H' segtin esta pedido; y bastaba uno de ellos para la
solucién.s

56 Sanchez, «La Geometria Analitica en los libros de texto para secundaria y universidad en Espafia
en el siglo XIX».

57 Isabel M. Sanchez Sierra y M. Teresa Gonzalez Astudillo, «La geometria analitica en Espafia du-
rante el siglo XIX: estudio de las soluciones negativas de una ecuacién», Ensefianza de las ciencias
35, no. 3 (2017): 89-106. https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2348.

58 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 194.
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Tlustracién 10. Figura 9. Odriozola, 1829.

Seguidamente lo resuelve con ayuda del Algebra:

Tratandose de resolver el problema propuesto IV.° analitica-
mente, sean DF=a, DH=x, y por ello HF=a-x; la cuestién cifrada en

1 1
este lenguaje sera x(a—x) = m* de donde x = > + \/(az + Zaz)'Sg

En este caso no desarrolla la construccién geométrica de la solucién,
pero si da su interpretacién geométrica:

Construyase x segiin manifiesta la espresion, y se tiene el lado
del rectangulo en que sera el otro a-x, con la misma area que un
cuadrado 72, 6 una dimensién del paralelégramo de la misma
area que tenga por base y altura las lineas x, a-x; y aun si se quie-
re, de un tridngulo equivalente que tenga por base y altura las
respectivas lineasxy2(a-x). Con facilidad se nota en la solucién
que el problema es imposible cuando los datos incurran en el
caso > %a.éo

Tras esto plantea el problema inverso y lo resuelve (Ilustracion 10:
Figura 9):

5 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 194.

& Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 195.
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Inversamente; si, dado un paralelégramo de las dimensiones
x y a-x, se quiere un cuadrado de igual 4rea, esta cifrada la cues-
tién en la misma férmula pero entonces es m la incégnita, a la
suma de las dos dimensiones del paralel6gramo dado, y x una de
ellas por supuesto conocida.

La solucién viene a ser m = *,/x(a —X) que se construye for-
mando el circulo con el didmetro a, y elevando una perpendicular
desde el punto en que se unen sus partes x y a-x. En este caso HG,
HG" iguales de signos contrarios satisfacen, y el problema no es
posible cuando x > a.¢!

Obsérvese que la construccién geométrica de la soluciéon algebraica
tiene muchas similitudes a la construccién de la solucion obtenida tini-
camente por métodos geométricos.

Tras esto obtiene la siguiente conclusién, que apoya el empleo del
Algebra en la resolucién de los problemas geométricos:

En vista de la reciprocidad de los dos problemas cifrados en
una misma ecuacion, se recuerda lo observado en los principios
del Algebra acerca de que una férmula espresa diversos proble-
mas, segin se trate como incognita una G otra de las cantidades
que entran en ella.s2

ECUACIONES INDETERMINADAS DE LA GEOMETRIA

Por otra parte, y como ya hemos senalado, Odriozola también estu-
dia la aplicacién del Algebra a la Geometria mediante el uso de sistemas
de coordenadas, dedicando el capitulo II al estudio de las ecuaciones de
primer y segundo grado. En este articulo describiremos brevemente los
sistemas de coordenadas que considera y pondremos como ejemplo el
estudio de las ecuaciones de primer grado correspondientes a las rectas.

En cuanto a los sistemas de referencia, utiliza lo que él llama siste-
mas de coordenadas rectas, que pueden ser oblicuas y rectangulares, y
las coordenadas polares; asi como los cambios entre ellos.

¢t Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 195.

&2 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 195.
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Justifica la necesidad y el objeto de los sistemas de referencia que no
ha utilizado en el capitulo anterior:

21. En los problemas de una sola incégnita el objeto es, como
se ha visto, determinar un punto K de una recta fija OH, y basta
para ello saber dirigir otra recta BK 4 quien pertenezca también
el punto K; pues la intersecciéon cumple sola con dichas condicio-
nes. Pero si el punto K estuviese aislado en el plano fuera de toda
recta de posicién conocida, es preciso entonces para situarle sa-
ber cémo se dirigiran dos rectas en que se halle simultaneamente,
lo cual exige dos ecuaciones finales.

Con este motivo, y para facilitar medios de investigacion, se
establecen sistemas de lineas fijas 4 quienes puedan referirse to-
das las otras del plano, en cuanto 4 la posicién que tienen respec-
to de aquellas.s3

Tlustracién 11. Figura 13. Odriozola, 1829.

Explica c6mo, a partir de dos ejes de coordenadas rectas se debe dar
la posicién de un punto:

6 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 198.
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Dirigiendo desde un punto O, arbitrariamente elegido, las
rectas Ox, Ov de modo que formen cualquiera dngulo, y conveni-
dos en que todo punto K del plano ha de ser interseccion de rectas
BK, FK, respectivamente paralelas 4 Ov, Ox; sélo habra que ha-
llarlas distancias OB = FK=x, OF=BK=v, sin que sea necesario
complicar las espresiones con datos acerca de la respectiva direc-
cion de las lineas FK, BK.¢4

Y contintia dando la definicién de ejes coordenados y sus nombres,
de forma muy similar a como se hace en la actualidad:

Las rectas Ox, Ov fijas se llaman ejes coordenados, el uno de
las x, el otro de las v, las partes OB, OF se dicen abscisa y ordena-
da, y ambas coordenadas del punto K. Comunmente se dice que
Ox es el eje de abcisas, y Ov de ordenadas: el punto O es origen de
coordenadas. s

Obsérvese que, aunque los ejes reciben los mismos nombres que en
la actualidad, la representacién simbélica del de ordenadas es Ov, y no
Oy como es habitual hoy en dia.

Tras esto explica el signo que toman las coordenadas de los puntos
dependiendo de su posicién respecto a los ejes, y concluye diciendo que
«si viene doble solucién para una de las coordenadas x, v, hay dos puntos
determinados; y si viene doble solucién para las dos, hay determinados
cuatro puntos».®

Por otra parte:

Si resultasen las ecuaciones finales + x = OB, + v=0, el punto
determinado es B 6 B' en el eje de abscisas. Si las ecuaciones fue-
sen + x=0, + v=0F, el punto determinado es F, 6 F' en €l eje de
ordenadas; éste es el caso de los problemas con una sola incogni-
tav.7

o

4 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 198.

o

5 Odriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo 111, 199.

o

¢ QOdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 199.

&7 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 199.
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Obsérvese que el signo lo lleva la variable, x o v y no el segmento. Incluso
en la figura 13 vemos que en los ejes también aparecen x, -x, v, -v, aunque él
pone el signo debajo de la letra y no a la izquierda, tal como explica en el
punto 32, en el que recoge algunas convenciones de notacién que utilizara.

También define las coordenadas polares:

El sistema polar consiste en medir los grados de un arco de
circulo BM, contado desde un punto B fijo de la circunferencia, y
al mismo tiempo la longitud de la recta OK llamada radio vector;
de modo que siendo la circunferencia linea de las u, y linea de las
t la recta indefinida OM que girando sobre su estremo O llamado
polo es capaz de todas inclinaciones respecto de la fija OB, el pun-
to K estard determinado cuando sean conocidos el arco BM en
grados y la longitud OK, por las ecuaciones u=a, t=b.

Tlustracién 12. Figura 14. Odriozola, 1829.

Odriozola explica cémo pasar de unos sistemas de referencia a otros,
indicando tres tipos de cambios entre sistemas de coordenadas rectangu-
lares u oblicuas: «1.* Trasladar el orijen O a otro punto, quedando las nue-
vas coordenadas O’x', O'v' paralelas a las primitivas. 2.* Sobre el orijen O'
variar el angulo de las coordenadas primitivas O'x y O'v. 3.* Hacer & un
tiempo las dos novedades, que es la mayor transformacién posible».® Tam-
bién considera el paso de coordenadas rectangulares a polares.

68 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 199.

& Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 201.
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La ecuacion de la recta se establece en la leccién II titulada «Analisis
geométrica de la ecuacion (sic) de primer grado con dos variables».

A partir de una ecuacién de primer grado general determina la ecua-
cién explicita de la recta, aunque él no las denomina asi:

30. La ecuacién de primer grado con las variables x, v es
Av + Bx + C = 0; y despojando de coeficiente & su primer térmi-

. B c .. , .
no, recibe la forma v = - % + =, en que son positivos 6 negativos A, B,

. . S B .
C. Si es C=0 queda la ecuacién reducida &, v = <X Suponiendo

B

2 _ 4, =p seran las ecuaciones de ambos casos v=ax+b;
A A

v =ax+b;"°

Para la dltima de estas ecuaciones, v=ax, deduce que representa una
recta y determina el significado de la constante a:

Construida la recta OM, y bajadas desde sus puntos las MP,
M'P'[...] paralelas al eje de las v, satisfacen todos & la ecuacién;
porque, siendo x cualquiera abscisa OP, y v su correspondiente
ordenada PM, siempre se verifica. De modo que v=ax es la rela-
cién general de abscisa y ordenada, pertenecientes 4 cualquiera
punto de la recta OM que pasa por el orijen.”

v

-~

Tlustracién 13. Figura 20. Odriozola, 1829.

70 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 204.

7t Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 204.
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Para el caso en que los ejes sean oblicuos determina la relacién entre
el coeficiente de la recta que pasa por el origen y el angulo que forman

los ejes: «Para mejor concebir la significacién del coeficiente a, obsérve-

B MO.
se que el tridngulo OMP da a=—= S 2 Lo que le lleva a consi-
senMQOv

derar que en el caso de ejes perpendiculares la expresién de a es mas
simple: «y como en el sistema perpendicular es senMOv=cosMOx, y de
resultas a=tangMOx, por esta simplicidad, siempre que fuere arbitrario
el sistema de los ejes, conviene para las construcciones elegir el perpen-
dicular».”

En el caso en que la pendiente es negativa:

Si a es negativa, proviene del signo de uno de los senos, 6 lo
que es lo mismo de sus proporcionales B y A. Suponiendo negati-
va B, si se baja la ordenada PM =B,y se dirige la recta OM ,
todos los puntos de ésta satisfacen 4 la ecuacion y = —qx = =B
pues, verificase la proporcionalidad entre las ordenadas v negati-

vas y las abscisas x positivas.

Siendo a negativa por A, la ecuacién v = —ax = _%x exige que
se tome OH=-A; y levantada HN=B, sera ON la linea, y prolonga-
cién de OM . Larecta NM sera pues a quien corresponda la ecua-
cién v=-ax, en que -a espresa la razén entre los senos de los dngu-
los que forma con los ejes.™

Obsérvese la notacién utilizada: Como la pendiente es negativa la
escribe con su signo, —a; es decir, identifica la constante con su valor
absoluto. Por otra parte, observamos que para denotar un punto con
una de sus coordenadas negativas escribe el signo debajo de la letra que
lo designa, por ejemplo NM , de forma similar a como hace con los ejes.

En cuanto a la ecuaciéon de la recta v=ax+b, hace la distincion entre
constantes positivas y negativas y deduce las ecuaciones de los ejes de
coordenadas y de las rectas paralelas a ellos”. También obtiene la ecuacién

72 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 204.
7 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 204.
7 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 205.

75 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 205-206.
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punto-pendiente,v - ff = a(x - a), aunque él no le da ningtin nombre, y la
recta que pasa por dos puntos dados, M(a, )y N(a', B') paralos que se

! !
obtienen las ecuaciones y = £=8 y 4 2B —@B ) B = BB (x — )
a—al a—o! a_a’

Ademas de las ecuaciones de la recta, también realiza manipulacio-
nes algebraicas para determinar el punto de corte de dos rectas, el angu-
lo que forman, la ecuacién de la bisectriz de dicho angulo, las condicio-
nes de paralelismo y perpendicularidad y la distancia entre dos puntos y
de un punto a una recta, que plantea en general como problemas. Sin
embargo, no propone problemas geométricos mas complejos para resol-
ver utilizando este método. Incluimos, por tanto, el calculo de la bisec-
triz de un angulo como ejemplo: «V.° Dividir en dos partes iguales el
angulo BOD formado por las rectas OB, OD, dadas por sus ecuaciones

respectivasy = ax,\g =dt».

Tlustracién 14. Figura 29. Odriozola, 1829.

Para resolverlo utiliza que las tangentes de los dangulos BOC, COD

a-d d-a

(fig. 29) que valen respectivamente, deben ser iguales. De esa

~ =

1+ad’ 1+da 2d1
ecuacién obtiene otra de segundo grado, % — 2 ( a+a)

~

a—1=0, que

76 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 210.
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no resuelve; simplemente deja planteada la solucién final del problema:
«Hallando el valor de @ con doble signo, y sustituido en la ecuacion
v = ax, se podran construir las rectas OC, OE que correspondan a ella».”

Lo que si hace es deducir que las dos rectas que se obtienen son per-
pendiculares:

Con objeto de averiguar una circunstancia notable de esta
cuestion, supongamos p y ¢ los dos valores de g ; como el tltimo
término de la ecuacién de segundo grado es producto de sus rai-

1
ces, y en el caso actual pg=-1, resulta ¢ = 5 de modo que las
rectas OC, OE de las ecuaciones ¥ = pX, ¥ = — %3? son perpendi-

culares entre si.78

Obsérvese la notaciéon utilizada por Odriozola, que no hemos obser-
vado en otros autores de la época,”™ y que él mismo explica antes de co-
menzar con la exposicién de la teoria:

37. También se determinan las constantes de la ecuacién ((6))
por otro sistema de condiciones. Mas, antes de principiar la teo-
ria debemos advertir, que muchas veces en adelante versa el cal-
culo sobre las circunstancias de dos 6 mas lineas que se refieren 4
un mismo sistema de coordenadas, y para distinguir sus ecuacio-
nes marcaremos con el acento — las letras de una de ellas, y con
el acento ~ las de otra cuando haya tres ecuaciones. Asimismo
téngase entendido que, mientras no se diga lo contrario, se usara
el sistema de coordenadas perpendiculares.3°

CONCLUSIONES

Tenemos una obra dividida en dos partes claramente diferenciadas,
como hemos visto, en metodologia y contenidos, hecho que también se

77 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 216.
7 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 217.

7 Sanchez, «La Geometria Analitica en los libros de texto para secundaria y universidad en Espafia
en el siglo XIX».

80 Qdriozola, Curso Completo de Matemdticas Puras, tomo III, 211.
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da en otros autores del este siglo XIX. Pero este texto tiene una serie de
caracteristicas que lo diferencian de los demas.

En primer lugar, llama la atencién la notacién utilizada, diferente en
muchos aspectos a la de la actualidad, pero también a la utilizada por
otros autores contemporaneos de Odriozola.

Por otra parte, el uso del segmento unidad de forma explicita; no solo
de forma teédrica sino de forma explicita en algunos casos particulares,
como hemos visto.

Un elemento importante en el estudio de las cantidades negativas es
que este autor estudia cémo se pasa de una cantidad positiva a negativa,
y viceversa, llegando a la conclusién de que esto puede ocurrir a través
de cero o infinito. Esto solo lo hacen de forma analoga Alberto Lista y
Zorraquin, aunque estos estudian las magnitudes negativas de manera
mas formal y exhaustiva que Odriozola, especialmente Zorraquin.

También habria que sefialar la forma en la que resuelve los problemas,
Unica en este autor, mostrando en primer lugar la solucién obtenida utili-
zando unicamente la Geometria elemental, y después la obtenida con ayu-
da del Algebra. Esta manera de enfocar la solucién de un problema permi-
te dos cosas: por una parte, comparar cual de los dos métodos da una
solucién mas sencilla y, por otra, observar que, generalmente, la construc-
cién geométrica de la solucion algebraica es muy similar a la hecha de
forma puramente geométrica; es decir, en este caso la Geometria va en
auxilio del Algebra, y ademas podemos deducir por qué razén el autor lle-
va a cabo esa construccion y no otra, cosa que no ocurre en otros autores.

Por ultimo, esta obra aunque, segin lo expuesto por el mismo autor
en el prélogo, iba destinada fundamentalmente a las escuelas militares,
también se utilizé como texto en los centros de ensefianza como acredi-
ta su aparicion en las listas de libros de texto oficiales.

Nota sobre las autoras

IsaBEL MARiA SANCHEZ SIERRA es profesora de Educacién Secundaria Obli-
gatoria y Bachillerato. También es doctora por la Universidad de Sala-
manca desde el afio 2015. Su linea de investigacion se ha centrado en la
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Historia de la Educacién Matematica, concretamente en lo que se refiere
a la ensenanza de la Geometria Analitica durante el siglo XIX sobre la que
realizo su tesis doctoral. Ha publicado diversos articulos sobre esta tema-
tica en revistas nacionales e internacionales e impartido conferencias en el
ambito internacional. Ademas, también ha publicado articulos de divulga-
cién sobre algunos aspectos de la ensefianza de las matematicas.

Maria TERESA GONZALEZ ASTUDILLO es profesora titular de la Universidad
de Salamanca en el area de Didactica de la Matematica. Premio extraor-
dinario de doctorado por dicha universidad en el aino 2002. Entre sus
lineas de investigacién se encuentra la de Historia de la Educacién en la
que realizo su tesis doctoral que versaba sobre el anéilisis de libros de
texto de Analisis Matematico desde el siglo XVIII. Ha publicado nume-
rosos articulos e impartido conferencias en Congresos Nacionales e In-
ternacionales, asi como dirigido varias tesis doctorales en esta linea de
investigacion. Actualmente es la Presidenta de la Sociedad Espaiola de
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